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ПРЕДИСЛОВИЕ К ДЕВЯТОМУ ИЗДАНИЮ

Девятое издание данного учебника отличается от его 8-го

издания. Это издание полностью соответствует программе по

математике для втузов, расчитанной на 400-450 часов.

В учебник включены две новые гл. XX и XXI.

Гл. XX «Элементы теории вероятностей и математической

статистики» содержит материал, предусмотренный соответствующим

разделом обязательной программы по математике МВССО СССР.

Гл. XXI «Матрицы. Матричная запись систем и решений систем

линейных дифференциальных уравнений» также содержит

материал, предусмотренный обязательной программой. Но, кроме того,
в этой главе обращено большое внимание на матричную запись

систем линейных дифференциальных уравнений и решений систем

линейных дифференциальных уравнений. Использована матричная
запись последовательных приближенных решений системы

линейных дифференциальных уравнений с переменными

коэффициентами. Этот материал необходимо поместить в курсе

дифференциального и интегрального исчисления для втузов потому, что в

настоящее время во многих книгах по электротехнике,

радиотехнике, автоматике исследование решений систем дифференциальных
уравнений производится с использованием аппарата теории матриц.

Написаны новые §§ 26, 27, 28 гл. XVI. Здесь рассмотрен
метод последовательных приблежений решения дифференциальных

уравнений, доказывается теорема о существовании решения

дифференциального уравнения и теорема единственности. Обращено
внимание на строгость изложения всей главы о дифференциальных
уравнениях.

Параграф 31 гл. XIII «Понятие о теории устойчивости
Ляпунова» значительно расширен. В этом издании он называется так:

«Понятие о теории устойчивости Ляпунова. Поведение
траекторий дифференциального уравнения в окрестности особой точки».

Здесь параллельно с рассмотрением устойчивости решений систем

дифференциальных уравнений рассмотрено поведение траекторий
вблизи особой точки на фазовой плоскости. Это необходимо
было сделать потому, что при изучении соответствующих вопросов в
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курсах электротехники, радиотехники, автоматики этими

понятиями необходимо свободно пользоваться. Заново написаны некоторые

параграфы с изложением теории комплесных чисел.

Существенно расширен § 2 гл. XI, где дано доказательство существования

определенного интеграла от непрерывной функции. Написан
дополнительный § 11 гл. XI «Интегрирование комплексной функции
действительной переменной». Написаны новые §§ 24 и 25, гл. XVI,
посещенные рядам с комплексными членами и степенным рядам с

комплексной переменной. Написан новый § 12 гл. XVII,
посвященный рядам Фурье в комплексной форме. Расширено изложение

вопроса об интеграле Фурье. Освещены понятия, используемые в

специальной прикладной литературе (спектр, спектральная

функция). Написаны новые § 15 «Ряд Фурье по ортогональной системе

функций» и § 16 «Понятие о линейном функциональном
пространстве. Аналогия между разложением функций в ряд Фурье и

разложением векторов» в гл. XVII. Этот материал изложен таким

образом, чтобы студенты и инженеры могли понимать материал

других дисциплин, опирающихся на этот математический аппарат.
В гл. XIX написан новый § 20 «Дельта-функция и ее

изображение».

В гл. VIII помещен § 19 «Получение функции на основании

экспериментальных данных по методу наименьших квадратов».

Содержанием этого параграфа ранее являлось Приложение I,
помещавшееся в конце первого тома этого учебника.
В гл. VII даны § 10 «Интерполяционная формула Ньютона» и

§11 «Числленное дифференцирование». Содержанием этих

параграфов ранее являлось Приложение П.
Произведены некоторые дополнения в гл. V, VII, IX, XII, XIII.
Глава XIII «Дифференциальные уравнения» целиком перенесена

во второй том.

Автор
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В пятом издании сохранен без изменений весь текст четвертого

издания, но этот материал разделен на два тома (для удобства
использования настоящего и предыдущего изданий учебника
нумерация глав тоже оставлена без изменения).

Содержание всего учебника определяется программами курса
математики для втузов, рассчитанными на 300-450 часов. Учебник

предназначается для изучения курса математики как в

стационарных, так и в заочных втузах. Это учитывалось при изложении

материала; в частности, с этой целью в учебнике разобрано много

примеров, иллюстрирующих изложенный теоретически материал и

дающих образцы решения задач.

Первый том содержит материал, соответствующий программе
1-го курса втуза, за исключением главы XII «Дифференциальные
уравнения», которая, как правило, проходится на 2-м курсе. Но

так как в некоторых втузах предварительные сведения о

дифференциальных уравнениях, необходимые для последующих дисциплин,

даются на 1-м курсе, то часть этой главы (§§ 1-28) и помещена в

первом томе.

Отметим, что материал, содержащийся в программе втузов,
рассчитанный на число часов порядка 300, почти полностью

содержится в первом томе (но в нем содержится и материал, выходящий
за рамки этой программы).

Второй том — конец главы XIII (§§ 29-34), главы XIV-XIX —

содержит материал, соответствующий программе 2-го курса втуза.

Первые две главы первого тома — «Число. Переменная.
Функция» и «Предел. Непрерывность функции» написаны в пределах

возможного кратко. Некоторые вопросы, обычно излагаемые в этих

главах, без ущерба для дела перенесены в третью и последующие

главы. Это дало возможность раньше перейти к основному
понятию дифференциального исчисления — производной, что требуют
другие дисциплины втузовского курса (целесообразность такого

расположения материала подтверждается опытом работы).
В связи с включением во втузовскую программу по высшей

математике вопросов, необходимых для обеспечения курсом математики
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втузовских дисциплин, связанных с автоматикой и

вычислительной техникой, в учебнике подробно изложены соответствующие

разделы: « Численное интегрирование дифференциальных
уравнений»*), «Интегрирование систем линейных дифференциальных
уравнений», «Понятие о теории устойчивости Ляпунова»,
«Оператор Гамильтона», «Интеграл Фурье» и т. д.

В гл. XVIII рассмотрены основные уравнения математической

физики. Обращено большое внимание на выяснение характера

физических явлений, приводящих к уравнениям различных типов

и соответствующим краевым задачам. Большое внимание

уделено численным методам решения дифференциальных уравнений в

частных производных.
В главе XIX излагаются основные понятия операционного

исчисления и операционный метод решения дифференциальных
уравнений. Это требуется для многих последующих дисциплин, и

особенно электротехнических.

В учебник включено большое количество задач и примеров для

упражнений, многие из которых иллюстрируют связь математики с

другими дисциплинами. Задачи и примеры специально подобраны
по каждому разделу курса, что способствует усвоению излагаемого

материала. Это обстоятельство также делает книгу удобной для

самостоятельного изучения курса математики, в частности для

студентов-заочников.

Шестое издание отличается от пятого только тем, что в конце

первого тома дано приложение, где изложен важный для

инженеров вопрос: «Получение функции на основании экспериментальных

данных по методу наименьших квадратов».

Седьмое издание отличается от шестого только тем, что в

конце первого тома дано приложение «Интерполяционная формула
Ньютона. Численное дифференцирование».

*) Обычно излагаемые численные методы анализа также изложены в данном

учебнике.



Глава XIII

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 1. Постановка задачи. Уравнение движения тела

при сопротивлении среды, пропорциональном скорости.

Уравнение цепной линии

Пусть функция у = / (х) отражает количественную сторону

некоторого явления. Часто, рассматривая это явление, мы не можем

непосредственно установить характер зависимости у от х, а можем

установить зависимость между величинами х и у и производными

от у по х: у', у", ..., у(п\ т.е. написать дифференциальное
уравнение.

Из полученной зависимости между переменной х, у и

производными требуется установить непосредственную зависимость у от х,

т. е. найти у
= f (x) или, как говорят, проинтегрировать

дифференциальное уравнение.

Рассмотрим два примера.

Пример 1. С некоторой высоты сброшено тело, масса которого т. Требуется
установить, по какому закону будет изменяться скорость v падения этого тела,

если на него, кроме силы тяжести, действует тормозящая сила сопротивления

воздуха, пропорциональная скорости (с коэффициентом пропорциональности /г),
т. е. требуетсяя найти v = f (t).

Решение. По второму закону Ньютона

mdi-F'

где тт есть ускорение движущегося тела (производная от скорости во времени), а

F— сила, действующая на тело в направлении движения. Эта сила складывается

из двух: силы тяжести тд и силы сопротивления воздуха
—kv (мы берем ее

с минусом, так как она направлена в сторону, противоположную направлению

скорости). Итак,
m ~jt

— т9
— kv. (1)

at

Мы получили соотношение, связывающее неизвестную функцию v и ее

производную -л-, т.е. дифференциальное уравнение относительно неизвестной

функции v. (Это уравнение движения некоторых типов парашютов.) Решить

дифференциальное уравнение
— это значит найти такую функцию v = / (t),

которая тождественно удовлетворяет данному дифференциальному уравнению.

Таких функций имеется бесконечное множество.
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Читатель легко проверит, что всякая функция вида

Се~ +
к (2)

удовлетворяет уравнению (1), каково бы ни было постоянное число С. Какая же

из этих функций даст искомую зависимость v от £? Для того чтобы ее найти,

используем дополнительное условие: при сбрасывании тела ему была придана

дополнительная скорость vo (которая, в частности, может быть равной нулю);
мы предполагаем эту начальную скорость известной. Но тогда искомая функция
v
—

f (£) должна быть такова, чтобы при t = 0 (в начале движения) выполнялось

условие v = vq. Подставляя t = 0, v = vq в формулу (2), найдем:

v0 = C +
тд

откуда
г* тд
C =

v0-lr.

Таким образом, постоянная С найдена,

тельно, искомая зависимость v от t такова:

(тд\
_iit

, тд

Следова-

(2')

Из этой формулы следует, что при достаточно больших

t скорость v мало зависит от vo.

Заметим, что если к = 0 (т.е. сопротивление

воздуха отсутствует или оно столь мало, что мы можем им

пренебречь), то мы получаем известный из физики результат*):

v = vq + gt. (2")
Эта функция удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) и начальному

условию: v = vq при t = 0.

Пример 2. Гибкая однородная нить подвешена за два конца. Найти

уравнение кривой, по которой расположится нить под действием собственного веса (так
располагаются подвешенные канаты, провода, цепи).

Решение. Пусть Мо (0, 6) — наиболее низкая точка нити, М— ее

произвольная точка (рис. 250). Рассмотрим часть нити MqM. Эта часть находится под

равновесием трех сил:

1) натяжение Т, действующее по касательной в точке М и составляющее с осью

Ох угол </?;

2) натяжение Н в точке Мо, действующее горизонтально;

3) вес нити 7s» направленный вертикально вниз, где s—длина дуги МоМ,

7—линейный удельный вес нити.

Разлагая натяжение Т на горизонтальную и вертикальную составляющие,

получим уравнение равновесия:

Т cos <р = Я, Т sin <р = js.

Деля члены второго равенства на составляющие члены первого, получим

- Xtg ^ = н
s (3)

*) Формула (2") может быть получена из (2') с помощью предельного

перехода:

£z[{v°-¥)e~":+¥\=v°+9t



§1] ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 15

Положим теперь, что уравнение искомой кривой можно записать в виде

у
= f (х). Здесь f (х)— неизвестная функция, которую надлежит найти.

Заметим, что

Следовательно,

*„ = /ч.) = £.

г=ь «>

где через а обозначено отношение —.

Продифференцируем обе части равенства (4) по х:

d2y
_

1 ds

dx2~*dx' (5)

Но, как известно (см. § 1 гл. VI),

dx
~

у
1+

\dx)
Подставляя значение -у- в уравнение (5), получим дифференциальное

уравнение искомой кривой:

Оно выражает связь между первой и второй производными от неизвестной

функции у.

Не останавливаясь на методах решения уравнений, укажем, что всякая

функция вида

» = ech(f +Ci)+C2 (7)

удовлетворяет уравнению (б) при любых значениях постоянных Ci и Сг, в чем

можно легко убедиться, подставив первую и вторую производные указанной

функции в уравнение (б). Укажем далее без доказательства, что этими

функциями (при различных С\ иСг) исчерпываются все возможные решения

уравнения (б). Это будет показано в § 18.

Графики всех полученных таким образом функций называются цепными

линиями.

Выясним теперь, как надо подобрать постоянные С\ и Сг, чтобы получить
именно ту цепную линию, низшая точка М которой имеет координаты (0, 6). Так

как при х = 0 точка цепной линии занимает наинизшее положение, то в этой

точке касательная горизонтальна, т. е. -Л = 0. Кроме того, по условию, в этой

точке ордината равна 6, т. е. у = Ь.

Из уравнения (7) находим:

у' = а(| + с1).
Подставляя сюда х = 0, получим 0 = sh C\. Следовательно, С\ = 0.

Если ордината точки Mq есть 6, то у = 6 при х = 0.

Из уравнения (7) получаем, полагая х = 0 и С\ = 0, 6 = S (1 + 1) + Сг, откуда

С2 = Ь — а. Окончательно находим

у = a ch (х/а) + b — а.

Уравнение (7) принимает особенно простой вид, если ординату точки Мо взять

равной числу а. Тогда уравнение цепной линии будет:

у = a ch (х/а).
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§ 2. Определения

Определение 1. Дифференциальным, уравнением
называется уравнение, связывающее независимую переменную х, искомую

функцию у = f(x), и ее производные у', у", ...
, у(п\

Символически дифференциальное уравнение можно написать

так:

F(x, у, у', у", ..., у(п>) = 0

ИЛИ

( dy fy ^у]=о
у0' У> dx> dx2'

'"

' dxn J
U*

Если искомая функция у = f (x) есть функция одного
независимого переменного, то дифференциальное уравнение называется
обыкновенным. В настоящей главе мы будем заниматься только

обыкновенными дифференциальными уравнениями*).
Определение 2. Порядком дифференциального уравнения

называется порядок наивысшей производной, входящей в уравнение.

Так, например, уравнение

у' - 2ху2 + 5 = 0

есть уравнение первого порядка.

Уравнение
у" + ку' — by — sin # = 0

есть уравнение второго порядка и т. д.

Уравнение, рассмотренное в предыдущем параграфе в примере 1,
является уравнением первого порядка, а в примере 2— уравнением

второго порядка.

Определение 3. Решением или интегралом
дифференциального уравнения называется всякая функция у = /(гг), которая,

будучи подставлена в уравнение, превращает его в тождество.

d2v
Пример 1. Пусть мы имеем уравнение -г-% + у = 0.

Функция у — sinx, у = 2 cosx, у = 3 sinx — cosx и вообще функция вида

у — С\ sinx, у — Съ cosx или у
= С\ sinx + C<i cosx являются решениями

данного уравнения при любом выборе постоянных С\ и Сг; в этом легко убедиться,
подставив указанные функции в уравнение.

*) Наряду с обыкновенными дифференциальными уравнениями в

математическом анализе изучаются также уравнения в частных производных.

Дифференциальным уравнением в частных производных называется соотношение между

неизвестной функцией 2, зависящей от двух или нескольких переменных х, у, ...

,

dz dz d2z
этими переменными х, у, ... и частными производными от z:

ту—, ту—, ^—j и т.д.

Дифференциальным уравнением в частных производных с неизвестной функ-
„ / ч dz dz

цией z (х, у) является, например, уравнение х
ту-

= У -*--

Легко проверить, что этому уравнению удовлетворяет функция z = х2у2
(и еще множество других функций).

В настоящем курсе уравнениям в частных производных посвящена гл. XVIII.
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Пример 2. Рассмотрим уравнение у'х — х2 —

у = 0.

Его решениями будут все функции вида у = х2 + Сх, где С—любое

постоянное. Действительно, дифференцируя функцию у = х2 + Сх, находим:

у' = 2х + С. Подставляя выражения у и у' в исходное уравнение, получаем

тождество (2х + С) х — х2 — х2 — Сх = 0.

Каждое из уравнений, рассмотренных в примерах 1 и 2, имеет бесчисленное

множество решений.

§ 3. Дифференциальные уравнения первого порядка

(общие понятия)

1. Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид

F(x,y,y') = 0. (1)

Если это уравнение можно разрешить относительно у', то его

можно записать в виде

у' = /(х,У)- (1')
В этом случае мы говорим, что дифференциальное уравнение

разрешено относительно производной. Для такого уравнения
справедлива следующая теорема, которая называется теоремой о

существовании и единственности решения дифференциального
уравнения.

Теорема. Если в уравнении

У' = f (x, У)

функция f(x,y) и ее частная производная -J- по у непрерывны

в некоторой области D на плоскости Оху1 содержащей
некоторую точку (хо; уо), то существует единственное решение этого

уравнения

у = <р(х),

удовлетворяющее условию: у = уо при х = хо.

Эта теорема будет доказана в § 27 гл. XVI.

Геометрический смысл теоремы заключается в том, что

существует и притом единственная функция у = <р(х), график которой
проходит через точку (#0; Уо)-

Из только что высказанной теоремы вытекает, что уравнение (1;)
имеет бесконечное число различных решений (например, решение,
график которого проходит через точку (хо; уо); другое решение,
график которого проходит через точку (#о; У\) и т.д., если только

эти точки лежат в области D).
Условие, что при х = хо функция у должна равняться

заданному числу уо, называется начальным, условием. Оно часто

записывается в виде

у1=*0 = уо ■
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Определение 1. Общим решением дифференциального
уравнения первого порядка называется функция

У = <р(х,С), (2)

которая зависит от одного произвольного постоянного С и

удовлетворяет следующим условиям:

а) она удовлетворяет дифференциальному уравнению при любом

конкретном значении постоянного С;
б) каково бы ни было начальное условие у

= уо при х = хо, т.е.

у\х=х = Уо, можно найти такое значение С = Со, что функция
у'= (р(х, Со) удовлетворяет данному начальному условию. При
этом предполагается, что значения хо и уо принадлежат к той

области изменения переменных х и у, в которой выполняются

условия теоремы существования и единственности решения.

2. В процессе разыскания общего решения дифференциального
уравнения мы нередко приходим к соотношению вида

Ф(х,у,С) = 0, (2')

не разрешенного относительно у. Разрешив это соотношение

относительно у, получаем общее решение. Однако выразить у из

соотношения (2') в элементарных функциях не всегда

оказывается возможным; в таких случаях общее решение оставляется в

неявном виде. Равенство вида Ф (#, у, С) = О, неявно задающее

общее решение, называется общим интегралом
дифференциального уравнения.

Определение 2. Частным решением называется любая

функция у = <р(х, Со), которая получается из общего решения у =

= ip(x,C), если в последнем произвольному постоянному С

придать определенное значение С = Со- Соотношение Ф(#, у, Со) = О

называется в этом случае частным интегралом уравнения.

Пример 1. Для уравнения первого порядка -Л = — — общим решением

Q
byjipi семейство функций у = —; это можно проверить простой подстановкой в

уравнение.

Найдем частное решение, удовлетворяющее следующему начальному

условию: уо = 1 при хо = 2. Подставляя эти значения хо и уо в формулу у = С/х,
получим 1 = С/2 или С = 2. Следовательно, искомым частным решением будет

функция у = 2/х.
С геометрической точки зрения общий интеграл представляет

собой семейство кривых на координатной плоскости, зависящее

от одной произвольной постоянной С (или, как говорят, от

одного параметра С). Эти кривые называются интегральными

кривыми данного дифференциального уравнения. Частному
интегралу соответствует одна кривая этого семейства, проходящая
через некоторую заданную точку плоскости.

Так, в последнем примере общий интеграл геометрически

изображается семейством гипербол у = С/я, а частный интеграл,

определенный указанным начальным условием, изображается одной из
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этих гипербол, проходящей через точку Мо (2; 1). На рис. 251

изображены кривые семейства, соответствующие некоторым значениям

параметра: С = 1/2, С = 1, С = 2, С = -1 и т. д.

С=2

Рис. 251.

Чтобы сделать рассуждения более наглядными, мы будем в

дальнейшем называть решением уравнения не только функцию
у = </?(#, Со), удовлетворяющую уравнению, но и

соответствующую интегральную кривую. В связи с этим мы будем говорить,

например, о решении, проходящем через точку (хо; уо).
Замечание. Уравнение -# = — - не имеет решения,

проходящего через точку, лежащую на оси Оу (см. рис. 251), так как

правая часть уравнения при х = О не определена и, следовательно,
не является непрерывной.
Решить или, как часто говорят, проинтегрировать

дифференциальное уравнение
— значит:

а) найти его общее решение или общий интеграл (если начальные

условия не заданы) или

б) найти то частное решение уравнения, которое удовлетворяет

заданным начальным условиям (если таковые имеются).
3. Дадим геометрическую интерпретацию дифференциального

уравнения первого порядка.

Пусть дано дифференциальное уравнение, разрешенное
относительно производной:

£ = /(*, у). а')
и пусть у = <р(х, С) есть общее решение данного уравнения.
Это общее решение определяет семейство интегральных кривых
на плоскости Оху.

Уравнение (1') для каждой точки М с координатами х и у

определяет значение производной -р, т.е. угловой коэффициент
касательной к интегральной кривой, проходящей через эту точку.
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Таким образом, дифференциальное уравнение (1') дает

совокупность направлений или, как говорят, определяет поле

направлений на плоскости Оху.
Следовательно, с геометрической точки зрения задача

интегрирования дифференциального уравнения заключается в нахождении

кривых, направление касательных к которым совпадает с

направлением поля в соответствующих точках.

Для дифференциального уравнения (1) геометрическое место

точек, в которых выполняется соотношение -j-
= к = const,

называется изоклиной данного дифференциального уравнения.
При различных значениях к получаем различные изоклины.

Уравнение изоклины, соответствующее значению fc, будет,
очевидно, / (#, у) = к. Построив семейство изоклин, можно приближенно
построить семейство интегральных кривых. Говорят, что, зная

изоклины, можно качественно определить расположение интегральных

кривых на плоскости.

Рис. 252.

На рис. 252 изображено поле направлений, определяемое
дифференциальным уравнением

dy
__ _у

dx х'

Изоклинами данного дифференциального уравнения являются

— - = fc, или у
= —кх.

Это семейство прямых. Они построены на рис. 252.

4. Рассмотрим такую задачу:

Пусть дано семейство функции, зависящее от одного

параметра С:

У = ¥>(*, С), (2)
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причем через каждую точку плоскости (или некоторой области на

плоскости) проходит только одна кривая из этого семейства.

Для какого дифференциального уравнения это семейство

функций является общим интегралом?
Из соотношения (2), дифференцируя по х, найдем:

£ = *(*,<?).dx (3)

Так как через каждую точку плоскости проходит только одна

кривая семейства, то для каждой пары чисел х и у определяется

единственное значение С из уравнения (2). Подставляя это

значение С в соотношение (3), найдем -р как функцию от х и у. Это

и дает нам дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет
всякая функция из семейства (2).

Следовательно, чтобы установить связь между х, у и ^|, т. е.

чтобы написать дифференциальное уравнение, общий интеграл

которого определяется формулой (2), нужно исключить С из

соотношений (2) и (3).
Пример 2. Найти дифференциальное

уравнение семейства парабол у = Сх2

(рис. 253).
Дифференцируя по х уравнение

семейства, найдем:

%-=2Сх.ах

Подставляя сюда значение

С = у/х2
из уравнения семейства, получаем

дифференциальное уравнение данного семейства:

dy
_

2у
dx х

Это дифференциальное уравнение имеет смысл при х ф 0, т. е. в любой

области, не содержащей точек на оси Оу.

Рис. 253.

§ 4. Уравнения с разделенными и разделяющимися
переменными. Задача о распаде радия

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

J = /1(*)/2(V), (1)

где правая часть есть произведение функции, зависящей только

от х, на функцию, зависящую только от у. Преобразуем его

следующим образом (предполагая, что /2 (у) Ф 0):
1

/2 (У) dy
= /1 (х) dx. (1')
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Считая у известной функцией от х, равенство (1') можно

рассматривать как равенство двух дифференциалов, а неопределенные

интегралы от них будут отличаться постоянным слагаемым.

Интегрируя левую часть по у, а правую по #, найдем:

Jj7uJdy = JhWdx + c- (1")

Мы получили соотношение, связывающее решение у, независимое

переменное х и произвольную постоянную С, т. е. получили общий

интеграл уравнения (1).
1. Дифференциальное уравнение типа (1')

М (х) dx + N (у) dy = 0 (2)
называют уравнением с разделенными
переменными. Общий интеграл его по

доказанному есть

Рис. 254.

[ M(x)dx+ fN(y)dy = C.

Пример 1. Дано уравнение с разделенными переменными: xdx + ydy = 0.

х
+ Щ- = С\. Так как левая частьИнтегрируя, получим общий интеграл: -ту-

последнего равенства неотрицательна, то и правая часть тоже неотрицательна.

Обозначив 2С\ через С2, будем иметь х2 + у2 = С2. Это—уравнение

семейства концентрических окружностей (рис. 254) с центром в начале координат и

радиусом С.

2. Уравнение вида

Мх (х) Nx (у) dx + М2 (х) N2 (у) dy = 0 (3)
называется уравнением с разделяющимися переменными. Оно

может быть приведено*) к уравнению с разделенными переменными

путем деления обеих его частей на выражение Ni(y)M2(x):
Мг(х)^(у) M2(x)N2(y) ,

_ п
Ni (у) М2 (*)

аХ +
Ni (у) М2 (х)

ау

или

М2(х) Ni(y)
*

т.е. к уравнению вида (2).

Пример 2. Дано уравнение -Я = — У-. Разделяем переменные: -^ = — —-

Интегрируя, находим: J -У- = - J — + С, т. е. In | у \ = - In | х \ + In | С \ **) или

у &

In | у | = In | С/х |; отсюда получаем общее решение: у
—

С/х.

*) Эти преобразования законно производить только в той области, где ни

N\ (у), ни М2 (х) не обращаются в нуль.

**) Имея в виду дальнейшие преобразования, мы обозначили произвольную

постоянную через In | С |, что допустимо, так как In | С \ (при С ф 0) может

принимать любое значение от —оо до +оо.
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Пример 3. Дано уравнение (1 + x)ydx + (1 — y)xdy = 0. Разделяя

переменные, находим
х
dx -\ ^

dy = 0 или ( —Ь 1) dx + (-— 1) dy = 0.
х у \х / \У /

Интегрируя, получаем In | x | + x+ ln | у | — у = С или In | ху \ +х — у = С; последнее

соотношение есть общий интеграл данного уравнения.

Пример 4. Установлено, что скорость распада радия прямо пропорциональна

его количеству в каждый данный момент. Определить закон изменения массы

радия в зависимости от времени, если при t — 0 масса радия была то-

Скорость распада определяется следующим образом. Пусть в момент t была

масса т, в момент t + At— масса m + Am. За время At распалась масса Am.

Отношение -угг- есть средняя скорость распада. Предел этого соотношения при

At-+0

Um Да = <!%
At—о At dt

есть скорость распада радия в момент t. По условию задачи

где к — коэффициент пропорциональности (к > 0). Мы ставим знак минус пото-

-. dm - п

му, что при увеличении времени масса радия убывает и, следовательно, -jrr < 0.

Уравнение (4) есть уравнение с разделяющимися

переменными. Разделяем переменные
*™

= -kdt.
т

гп0^
Решая уравнение, получим In m = —kt + In С, откуда

In
™

= -kt, ~0

т = Се~кь. (5) Рис. 255.

Так как при t = 0 масса радия была то, то С должно удовлетворять соотношению

то = Се~к0 = С. Подставляя это значение С в равенство (5), получим искомую

зависимость (рис. 255) массы радия как функцию времени:

m = тое~ ь. (б)

Коэффициент к определяется из наблюдений следующим образом. Пусть за

время to = 0 распадается q% от первоначальной массы радия. Следовательно,

выполняется соотношение

к t0О-тм);mo = ттгое

откуда

-*(о = 1п(1-ш)' или fc = -^ln(1_no)-
Таким образом, было определено, что для радия к = 0,000436 (единица измерения

времени— год). Подставляя это значение к в формулу (б), получим:

™ _ ™ л-0,000436*m = moe

Найдем период полураспада радия, т. е. промежуток времени, за который
распадется половина первоначальной массы радия. Подставляя в последнюю

формулу вместо m значение то/2, получим то/2 = тое-0'000436Т, откуда

-0,00043бТ = - In 2, или

т=о7Шзб=1590лет-
Заметим, что к уравнению вида (4) приводят и другие задачи физики и химии.
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Замечание 1. Пусть функция /2 (у), входящая в уравнение (1),
имеет корень у

= Ь, т. е. /2 (Ь) = 0. Тогда, очевидно, функция
у = Ъ есть решение уравнения (1), в чем легко убедиться
непосредственной подстановкой. Решение у = Ъ может и не получиться

из формулы (1"). Мы будем проводить анализ этого случая, но

отметим, что на прямой у = Ъ может нарушиться условие
единственности.

Приведем пример. Уравнение у' = 2у/у имеет общее решение
у = (# + с)2 и решение у = 0, которое не получается из общего

решения. На прямой у = 0 нарушается условие единственности.
Замечание 2. Простейшим дифференциальным уравнением с

разделенными переменными является уравнение вида -^ = /(#),
или dy = f (x) dx. Его общий интеграл имеет вид у

= f f (x) dx+C.
Решением уравнений этого вида мы занимались в главе X.

§ 5. Однородные уравнения первого порядка

Определение 1. Функция f (х, у) называется однородной
функцией п-го измерения относительно переменных х и у, если

при любом А справедливо тождество

f(Xx,Xy) = Xnf(x,y).

Пример 1. Функция /(х, у) = у/ х3 + у3—однородная функция первого

измерения, так как

/(А*, Ау)= ^(Хх)3 + (Ху)3 = А Ух3 + у3 = А/(*, у).

Пример 2. / (ху) = ху
— у2 есть однородная функция второго измерения, так

как (Ах) (Ху) - (Ху)2 = X2 (ху - у2).
X2 -V2

Пример 3. / (х, у) = У— есть однородная функция нулевого измере-
ху

(Хх)2 — (Ху)2 х2 — v2
ния, так как V

(\х)(\у)
=

Ху
' те' f ^Хх> Ху^ = jЧ*' у^ или ^Лх' Лу^ =

= А°/(*,у).
Определение 2. Уравнение первого порядка

£ = /(*,») а)dx

называется однородным относительно х и у, если функция / (#, у)
есть однородная функция нулевого измерения относительно х и у.

Решение однородного уравнения. По условию / (Хх, Ху) =

= f (х, у). Положив в этом тождестве А = 1/#, получим:

f(x,y) = f(l, |),
т.е. однородная функция нулевого измерения зависит только от

соотношения аргументов.
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Уравнение (1) в этом случае примет вид

S = /(1«i)- (1>)

Сделаем подстановку:

Тогда будем иметь:

и = -, т.е. у = их.

х1 *

dy , du

CLX CLX

Подставляя это выражение производной в уравнение (1'), получим

Это—уравнение с разделяющимися переменными:

_
du л /1 \ du dx

*S
= /(!,«)-«, или

f(i,u)-u
=

T-

Интегрируя, найдем:

/du
I dx . si

f(l,u)-u~Jx
Подставляя после интегрирования вместо и отношение у/х,

получим интеграл уравнения (1').
Пример 4. Дано уравнение

dy
__

ху

dx
~

х2 — у2

Справа стоит однородная функция нулевого измерения; следовательно, имеем

однородное уравнение. Делаем замену у/х = и; тогда

dy . du
У = их> dx-=U + Xdx->

„ j_ ^
du

_
и du

_

ц3
U + X

dx
~

ГТ^2 '
Х

dx~ 1-й2'

Разделяя переменные, будем иметь:

(1_„2-u2)du _dx ( i i \
_ dx.

1?
~

Т> \из и)йи- х
'

отсюда, интегрируя, находим:

-т^2 -ln|ti| = ln|a?| + ln|C| или - -±2 =\п\ихС\.

-Ъ = х*\°у\-

Подставляя и = у/х, получим общий интеграл исходного уравнения:

El

Получить у как явную функцию от х, записанную с помощью элементарных

функций, в данном случае невозможно. Впрочем, здесь легко выразить х

через у:

х = уу/-2\п\Су\.
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Замечание. Уравнение вида

М (х, y)dx + N (х, у) dy = О

будет однородным в том и только в том случае, когда М (х, у)
и N (#, у) являются однородными функциями одного и того же

измерения. Это вытекает из того, что отношение двух

однородных функций одного и того же измерения является однородной
функцией нулевого измерения.

Пример 5. Уравнения

(2х + Зу) dx + (х - 2у) dy = 0, (х2 + у2) dx - 2xydy = 0

являются однородными.

§ 6. Уравнения, приводящиеся к однородным

К однородным уравнениям приводятся уравнения вида

dy ах + by + с

dx а\х + Ь\у + с\ (1)

Если ci = с = 0, то уравнение (1) есть, очевидно, однородное.

Пусть теперь с и С\ (или одно из них) отличны от нуля. Сделаем
замену переменных:

х = xi + Л, у = ух + к. (2)

Тогда
dy dy\
dx dx\

Подставляя в уравнение (1) выражения х, у и -^, будем иметь:

dy\
_

ах\ +Ьу\ +ah + bk + c /«ч

dx\ а\х\ + b\y\ + a\h + b\k + с\ ^ '

Подберем h и к так, чтобы выполнялись равенства

ah + Ьк + с = ОА

aih + bik + ci =0,J
^ '

т.е. определим h и к как решения системы уравнений (4). При
этом условии уравнение (3) становится однородным:

dy\
_

ах\ + Ьу\
dx\ a\x\ +b\y\

Решив это уравнение и перейдя снова к х и у по формулам (2),
получим решение уравнения (1).

Система (4) не имеет решения, если

la h 1 = о
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т.е. аЬ\ = а\Ь. Но в этом случае ^- = у = А, т.е. а\ = \а, Ь\ = ХЬ

и, следовательно, уравнение (1) можно преобразовать к виду

dy
_

(ах + by) + с /-ч

dx А (ах + by) + с\
^ '

Тогда подстановкой
z = ах + Ьу (6)

уравнение приводится к уравнению с разделяющимися

переменными.

Действительно,
— = а + 6 —
dx dx '

откуда
ЕЕ — 1 dz_ _ а /ух
dx
~

b dx b
' ^ '

Подставляя в уравнение (5) выражения (6) и (7), получим:

1_ с[£ _ £ z + с

6 dx 6
""

\z + ci
'

а это есть уравнение с разделяющимися переменными.

Прием, примененный к интегрированию уравнения (1),
применяется и к интегрированию уравнения

fty _ * ( ах + Ьу + с \

dx J
\aix + biy + ci J

'

где /— какая угодно непрерывная функция.
Пример 1. Дано уравнение

dy
__

х + у
— 3

dx
~~

х — у
— 1

"

Чтобы преобразовать его в однородное уравнение, делаем замену: х = х\ + Л,

У = У\ + к. Тогда

dyi
_

Ж1 + У\ + h + к - 3

ctei xi— y\ -\-h — к — 1
"

Решая систему двух уравнений

/i + fc-3 = 0, Л — /г — 1 = О,

Jl =:2, к=1.

В результате получаем однородное уравнение

dy\
dx\

которое решаем подстановкой

тогда

у\ — их\ ,

_ х\ + У\

х\-у\'

XI
'

£=«+<
1

"

dxi
'

+ Xl
dxi

~

1 - и
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и мы получаем уравнение с разделяющимися переменными

х du_ _ 1 + Ц2
1
dx\ 1 - и

Разделяем переменные:

1 + и2 х1

Интегрируя, находим:

arctgu- ±ln(l+u2) = ln|xi | + In | С |,

arctg и = In | Cx\ v 1 + u2 |

определитель из коэффициентов при переменных равен нулю).

Cxiy/l + u2 =earct8u.

Подставляя сюда ^- вместо и, получим:
Х\

Наконец, переходя к переменным х и у, окончательно получаем:

С у/(х- 2)2 + (у -1)2 = earctg ^*.

Пример 2. Уравнение

у ~

Ах + 2у + 5

уже нельзя решить подстановкой x = xi+Ji, у = yi + &, так как в этом

случае система уравнений, служащая для определения h и к, неразрешима (здесь

|2 1|
|4 2|

Это уравнение можно свести к уравнению с разделяющимися переменными

заменой:

2х + у = z.

Тогда у' = z' — 2, и уравнение приводится к виду

z' - 2 -
z~l

Z * ~
2z + 5 '

или

, _ 5г + 9
~

2г + 5
'

Решая его, найдем:

^ (52 + 9) + ^ In | 52 + 9 | = х + С.

Так как 2 = 2х + у, то мы получим окончательно решение исходного уравнения

в виде

^ (10* + 5у + 9) + ^ In | 10х + 5у + 9 | = х + С

или

10у
- 5х + 7 In 110х + 5у + 9 | = Ci,

т. е. в виде неявной функции у от х.
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§ 7. Линейные уравнения первого порядка

Определение. Линейным уравнением первого порядка
называется уравне1 ие, линейное относительно неизвестной

функции и ее производной. Оно имеет вид

£ + P(x)y = Q(x), (1)

где Р(х) и Q(x)—заданные непрерывные функции от х (или
постоянные).

Решение линейного уравнения (1). Будем искать решение
уравнения (1) в виде произведения двух функций от х:

y
= u(x)v(x). (2)

Одну из этих функций можно взять произвольной, другая
определится на основании уравнения (1).

Дифференцируя обе части равенства (2), находим:

ах ах ах

Подставляя полученное выражение производной -р в уравнение (1),
будем иметь:

u^+v^+Puv = Q
ах ах

или

u(£ + Pv)+v£x=Q. (3)

Выберем функцию v такой, чтобы

£+Л, = 0. (4)

Разделяя переменные в этом дифференциальном уравнении
относительно функции v, находим:

*»=-Pdx.
V

Интегрируя, получаем:

-ln|Ci|+ln|t;| = - IPdx
или

v = C,e-iPdx.
Так как нам достаточно какого-нибудь отличного от нуля решения

уравнения (4), то за функцию v (x) возьмем:

v(x) = e-fpdx, (5)
где J Pdx—какая-нибудь первообразная. Очевидно, что v(x)^0.
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Подставляя найденное значение v(x) в уравнение (3), получим
dv
dx(учитывая, что
-j- +

Pv = 0)

v{x)% = Q{x),
ИЛИ

da
_

Q(x)
dx v (x)

'

откуда

u= f^dx + C.

Подставляя и и v в формулу (2), окончательно получаем:

Q{x)
, . dx + С
(х)

или

y
= v(x)\j |

V = v(*)f%$dx + Cv(x). (6)
Замечание. Очевидно, что выражение (6) не изменится, если

вместо функции v(x), определенной равенством (5), мы возьмем

какую-нибудь функцию v\ (x) = Cv(x). Действительно, подставляя

в (6) v\ (x) вместо v(x), получим:

y = Cv(x) [ ^-dx + CCv(x).
J Cv (x)

В первом слагаемом С сокращается; во втором слагаемом

произведение СС есть произвольная постоянная, которую обозначаем

одной буквой С, и снова приходим к выражению (6). Если

обозначим J /X{ dx = ip(x), то выражение (6) примет вид
V {X)

у = v (х) if (х) + Cv (х). (6')

Очевидно, что это—общий интеграл, так как С можно подобрать
так, что будет удовлетворяться начальное условие: у = Уо при
х = xq.

Значение С определяется из уравнения

уо =v(xo)(p(xo) + Cv(xo)-

Пример. Решить уравнение

Решение. Полагаем у = uv, тогда

dx dx dx

Подставляя выражение -Л- в исходное уравнение, будем иметь:

„,
dv , du

„,
2

„,„, _
/

, i \3

л, (dv 2 \ , „,
du

_

/ , л
\3

U{te-J+Tv)+Vte-(X + 1)
(7)
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п dv 2 п dv 2dx
Для определения v получим уравнение -т , -. v = 0, т. е. —- =

, ^ ,

откуда In | v | = 2 In | х + 11 или v = (х + I)2. Подставляя выражение функции

v в уравнение (7), получаем для определения и уравнение (х + I)2 -т- = (х + 1) ,

Ж* . .. (х +1)2 , ^

или т— = х + 1, откуда и = *—-к—L—|- С.

Следовательно, общий интеграл заданного уравнения будет иметь вид

у=(х+^+с(х+1)2
Полученное семейство является общим решением. Каково бы ни было

начальное условие (хо; уо), где хо ф —1, всегда можно так подобрать С, чтобы

соответствующее частное решение удовлетворяло заданному начальному

условию. Например, частное решение, удовлетворяющее условию уо
= 3 при хо = О

найдется следующим образом: 3 =

*

\ ' + С (0 + I)2, С = 5/2. Следова-
(х + I)4 5 о

тельно, искомое частное решение таково: у = *—s—*—Ь ^ (х + 1) . Однако, если

начальное условие (хо; уо) выбрать так, что хо = —1, то мы не найдем

частного решения, удовлетворяющего этому условию. Это объясняется тем, что при
2

хо = — 1 функция Р(х) =

ц^г разрывна и, следовательно, условия теоремы

существования решения не соблюдены.

Замечание. В приложениях часто встречаются линейные

уравнения с постоянными коэффициентами

% + *У = Ъ, (8)

где а и Ъ—постоянные.

Его можно решить и с помощью подстановки (2), и путем

разделения переменных:

dy — (-ay + b) dx, ^—r = dx, -- In | - ay + b | = x + C\,
o>y ~\ о а

In| -ay + b\ = -(ax + C*), где С* = aCi,

-ау + Ь = е-(°*+с*\ у =
-i e-(°*+c*> + J ,

или окончательно

у = Ce~ax + -

(где обозначено — -e~c* = С). Это и есть общее решение
уравнения (8).

а

§ 8. Уравнения Бернулли

Рассмотрим уравнения вида*)

% + P(x)y = Q{x)yn, (1)
dx

*) К этому уравнению приводит задача о движении тела, если сопротивление

среды F зависит от скорости так: F = \\v + A2Vn. Уравнение движения будет

тогда m^r = -\iv-\2vn, или i" + *±v =-^-vn.
at at m m
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где Р (х) и Q(x) — непрерывные функции от х (или постоянные),
ап^О и п ф \ (в противном случае получилось бы линейное

уравнение). Это уравнение, называемое уравнением Бернулли,
приводится к линейному следующим преобразованием.

Разделив все члены уравнения на уп, получим

y~ni + Py-n+1 = Q- (2)

Сделаем, далее, замену

Тогда

z = y~n+1.

£ = (-» + !)»-*.
Подставляя эти значения в уравнение (2), будем иметь линейное

уравнение

£ + (-n + l)Pz = (-n + l)Q.

Найдя его общий интеграл и подставив вместо z выражение

y~n+1, получим общий интеграл уравнения Бернулли.
Пример. Решить уравнение

jg£ + *» = *V. (3)

Решение. Разделив все члены на у3, получим:

y~V +xy~2 = х3. (4)

Введем новую функцию z — у-2; тогда -г- = —2у~3-^-. Подставляя эти

значения в уравнение (4), получим линейное уравнение:

4jj- - 2xz = -2xz. (5)

Найдем его общий интеграл:

<Ь_ _ и
cfo

+
du

y
dx dx dx

Подставляем в уравнение (5) выражения z и -г-:

u<hL+fav_2xuv = _2x3
dx dx

или

«(£-*.)+•£ = -*».

Приравниваем нулю выражение, стоящее в скобках:

^-2x^ = 0, 4»=2xdx,
dx v

In | v I = x , v = ex .



§9] УРАВНЕНИЕ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ 33

Для определения и получаем уравнение

е*2 р. = _2аД
ах

Разделяем переменные:

du = -2е~*2 х3 cfo, и = -2 I е-*2 х3 dx + С.

Интегрируя по частям, найдем:

и
- х2е~х2 + е_х2 + С, z = uv = х2 + 1 + Се*2.

Следовательно, общий интеграл этого уравнения есть

у'2 =х2 + 1 + Се*2, или у
=

г

V х2 + 1 + Сех2

Замечание. Аналогично тому, как это делалось для

линейных уравнений, можно показать, что решение уравнения Бернулли
можно искать в виде произведения двух функций:

y = u(x)v(x),

где v(x) — какая-либо функция, отличная от нуля и

удовлетворяющая уравнению v' + Pv = 0.

§ 9. Уравнение в полных дифференциалах

Определение. Уравнение

М (ж, y)dx + N (z, y)dy = 0 (1)

называется уравнением в полных дифференциалах, если

М (х, у) и N(x,y) — непрерывные дифференцируемые функции,
для которых выполняется соотношение

ду
~~

дх ' к '

причем -0—
и

-gj непрерывны в некоторой области.

Интегрирование уравнений в полных дифференциалах. Докажем,
что если левая часть уравнения (1) есть полный дифференциал, то

выполняется условие (2), и обратно— при выполнении условия (2)
левая часть уравнения (1) есть полный дифференциал некоторой
функции и(х,у), т.е. уравнение (1) имеет вид

du (х, у) = 0, (3)

и, следовательно, его полный интеграл есть и (х, у) = С.

Предположим сначала, что левая часть уравнения (1) есть

полный дифференциал некоторой функции и(х, у), т.е.

М(х, y)dx + N(x, y)dy = du=^dx + ^dy;
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тогда

"=£• N=9fy W

Дифференцируя первое соотношение по у, а второе
— по х,

получим:

дм
_

д2и dN
_

д2и

ду дхду
' дх дудх

'

Предполагая непрерывность вторых производных, будем иметь:

ЭМ
_

dN

ду дх '

т.е. равенство (2) является необходимым условием для того,
чтобы левая часть уравнения (1) была полным дифференциалом
некоторой функции и(х, у). Покажем, что это условие является

и достаточным, т.е. что при выполнении равенства (2) левая

часть уравнения (1) есть полный дифференциал некоторой
функции и(х, у).

д
Х

Из соотношения ^| = М (х, у) находим и = / М (#, y)dx + (p(y),
Xq

где xq—абсцисса любой точки из области существования решения.

При интегрировании по х мы считаем у постоянным и

поэтому произвольная постоянная интегрирования может зависеть от у.

Подберем функцию ф (у) так, чтобы выполнялось второе из

соотношений (4). Для этого продифференцируем*) обе части последнего

равенства по у и результат приравняем к N (х, у):

ди

ду

X

= J^-dx + <p'(y) = N(x,y),

но так как -к— =
-д—,

то можем написать / -тг-dx + <р'(у) = N,
XQ

N(x,y)\xxo+<p'(y) = N(x,y),

или

N (х, y)-N (х0, у) + iff {у) = N (х, у).

Следовательно,
tp'(y) = N(x0,y),

*) Интеграл J M (х, у) dx зависит от у. Для того чтобы найти производную
Х0

от этого интеграла по у, нужно продифференцировать по у подынтегральную

р%
X X г\ шг

функцию: уг- J M (х, у) dx = J -к— dx. Это вытекает из теоремы Лейбница о
У
х0 xq

У

дифференцировании определенного интеграла по параметру (см. § 10 гл. XI).
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ИЛИ
у

Лу) = 1<р(у)= / N(x0,y)dy + C1.

2/0

Таким образом, функция и(х, у) будет иметь вид

У

и= / M(x,y)dx+ N (х0, у) dy + Ci.

so 2/о

Здесь Р(хо; у)
—

точка, в окрестности которой существует решение
дифференциального уравнения (1).

Приравнивая это выражение произвольному постоянному С,
получим общий интеграл уравнения (1):

х у

J M(x,y)dx+ J N(x0,y)dy = C. (5)
Во 2/0

Пример. Дано уравнение

2xdx+yl^dy = 0.
у3 у4

Проверяем, не есть ли это уравнение в полных дифференциалах.
Обозначим

м=2х N =
У2 - Зд2

,

У3' У4
'

тогда
дМ _6х_ dN_ _6x
0у у4 'ОХ у4

'

Условие (2) при у ф 0 выполняется. Значит, левая часть данного уравнения

есть полный дифференциал некоторой неизвестной функции и(х, у). Найдем
эту функцию.

Так как
^-

=
—j, то, следовательно,

и= [Цс1х + <р(у) = ^+<р(у),
J у у

где <р(у) — не определенная пока функция от у.

Дифференцируя это соотношение по у и учитывая, что

du_N^_ У2 - Зх2

находим:

следовательно,

ду у*

у2 - Зт2
~4~ -г*Г \Ы/ — 4~-К+«Ь)=У-^;
у

^(у) = Л. v(») = -i + Ci,
У У

и(х,у) = ^-±+С1.
Таким образом, общий интеграл исходного уравнения есть
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§ 10. Интегрирующий множитель

Пусть левая часть уравнения

М (я, y)dx + N (z, y)dy = 0 (1)

не есть полный дифференциал. Иногда удается подобрать такую

функцию д(#, у), после умножения на которую всех членов

уравнения левая часть уравнения становится полным дифференциалом.
Общее решение полученного таким образом уравнения совпадает
с общим решением первоначального уравнения; функция /х(#, у)
называется интегрирующим мноэюителем уравнения (1).
Для того чтобы найти интегрирующий множитель д, поступаем

следующим образом: умножим обе части данного уравнения на

неизвестный пока интегрирующий множитель \х\

\iM dx + /j,Ndy = 0.

Для того чтобы последнее уравнение было уравнением в полных

дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось

соотношение
л/ шхч л/ жтч

д(цМ)
_

d(fiN)
ду дх '

ИЛИ

После деления обеих частей последнего уравнения на д, получим:

Очевидно, что всякая функция д(#, у), удовлетворяющая

последнему уравнению, является интегрирующим множителем

уравнения (1). Уравнение (2) является уравнением в частных

производных с неизвестной функцией /х(#, у), зависящей от двух

переменных х и у. Можно доказать, что при определенных условиях

оно имеет бесчисленное множество решений и, следовательно,

уравнение (1) имеет интегрирующий множитель. Но в общем случае
задача нахождения \i (x, у) из уравнения (2) еще труднее, чем

первоначальная задача интегрирования уравнения (1). Только в

некоторых частных случаях удается найти функцию ц(х, у).
Пусть, например, уравнение (1) допускает интегрирующий

множитель, зависящий только от у. Тогда

din/*
_ п

дх
~и'

и для отыскания /л мы получаем обыкновенное дифференциаль-
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ное уравнение
3N

_

Ш

din/2
_

дх ду

dy M '

из которого определяется (одной квадратурой) 1пд, а

следовательно, и \х. Ясно, что так можно поступать только в том случае,

если выражение ( -~ q—)/M не зависит от х.

Аналогично, если выражение (-* /Г~)/^ не зависит от У-> а

зависит только от #, то легко находится интегрирующий
множитель, зависящий только от х.

Пример. Решить уравнение

(у + ху2) dx — х dy = 0.

Решение. Здесь М = у + ху2, N = -х,

Следовательно, левая часть уравнения не есть полный дифференциал.
Посмотрим, не допускает ли это уравнение интегрирующего множителя,

зависящего только от у. Заметив, что

(т_ш\/м = =1^±
\дх ду )' у + а

-1 - 1 - 2ху
_

2

■ ху2
"""

У

заключаем, что уравнение допускает интегрирующий множитель, зависящий

только от у. Находим его: Р^ = ; отсюда In/2 = —2 In у, т.е. /i = 1/у2.
После умножения всех членов данного уравнения на найденный интегрирующий

множитель /2 получаем уравнение (—\- х) dx ^ dy = 0 в полных дифферен-
\У / yz

(' дМ dN 1 \ 0 „ Л н
циалах I -тг— = -д—

=

j )• Решая это уравнение, найдем его общий интеграл:

- + -«- + С = 0, или у
= -

ут 2
-г , «„ у-

х2 + 2С.

§ 11. Огибающая семейства кривых

Пусть дано уравнение вида

Ф(х,у,С) = 0, (1)

где х и у— переменные декартовы координаты, а С— параметр,

могущий принимать различные фиксированные значения.

При каждом данном значении параметра С уравнение (1)
определяет некоторую кривую на плоскости Оху. Придавая С
всевозможные значения, мы получаем семейства кривых, зависящих от

одного параметра, или— как часто говорят—однопараметрическое
семейство кривых. Таким образом, уравнение (1) есть уравнение

однопараметрического семейства кривых (так как оно содержит
только одну произвольную постоянную).
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Рис. 256. Рис. 257.

Определение. Линия L называется огибающей однопарамет-

рического семейства линий, если она в каждой своей точке

касается той или иной линии семейства, причем в различных
точках линии L ее касаются различные линии данного семейства

(рис. 256).
Пример 1. Рассмотрим семейство линий (х — С)2 + у2 = Я2, где R—

постоянная, С
—

параметр. Это— семейство окружностей радиуса R с центрами

на оси Ох. Очевидно, что это семейство будет иметь огибающими прямые у = Я,

y = -R (рис. 257).
Нахождение уравнения огибающей данного семейства. Пусть

дано семейство кривых

Ф(гг,2/, С)=0, (1)
зависящих от параметра С.

Предположим, что это семейство имеет огибающую, уравнение

которой можно записать в виде y = ip(x), где <р(х) — непрерывная
и дифференцируемая функция от х. Рассмотрим некоторую
точку М(х;у), лежащую на огибающей. Это точка также лежит

на некоторой кривой семейства (1). Этой кривой соответствует
определенное значение параметра С, которое при данных (#, у)
определяется из уравнения (1) С = С (х, у). Следовательно, для

всех точек огибающей удовлетворяется равенство

Ф(гг, у, С(х, у)) = 0. (2)

Допустим, что С (х, у)—дифференцируемая функция, не

постоянная ни на каком интервале рассматриваемых значений #, у.

Из уравнения (2) огибающей найдем угловой коэффициент
касательной к огибающей в точке М (х; у). Продифференцируем
равенство (2) по #, считая, что у есть функция от х:

эф ,дФ д£ , (эф , эф д£\ ,
_ п

дх
+
дс дх

"*"
V ду

"*"
дс ду ) у

или

Далее, угловой коэффициент касательной к кривой семейства

(1) в точке М (х; у) найдется из равенства

фГх + Ф'уу' = 0 (4)

(С на данной кривой постоянно).
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Мы предполагаем, что Ф^ ф О, в противном случае мы считали

бы х функцией, а у аргументом. Так как угловой коэффициент к
огибающей равен угловому коэффициенту к кривой семейства, то

из (3) и (4) получаем:

Mf+f»')=<>■
Но так как на огибающей С (х, у) ф const, то

^С . дС /
/п

аТ + ^з/ ^°'
и потому для ее точек справедливо равенство

Ф'с (х, у, С) = 0. (5)

Таким образом, для определения огибающей служат следующие
два уравнения:

Ф(я, у, С) = 0Л

Ф'с(*,у,С) = 0./
(6)

Обратно, если, исключая С из этих уравнений, получим
уравнение у

= <р{х), где ф(х)—дифференцируемая функция, при этом

значение С ф const на этой кривой, то у
= <р(х) есть уравнение

огибающей.
Замечание 1. Если для семейства (1) некоторая функция

у = ф{х) является уравнением геометрического места особых

точек, т. е. точек, где Ф^ = 0 и Ф^ = 0, то координаты этих точек

также удовлетворяют уравнениям (6).
Действительно, координаты особых точек можно выразить через

параметр С, входящий в уравнение (1):

х = Х(С), у = 1л(С). (7)
Если эти выражения подставим в уравнение (1), то получим

тождество относительно С:

Ф(А(С),М(С),С)=0.
Дифференцируя это тождество по С, получим:

ф' ^ + ф' -^ + ф' = 0-
х dC

^ У dC
^ с '

так как для любых точек выполняются равенства Ф'х = 0, Ф^ = 0,
то, следовательно, для них также выполняется равенство Ф'с = 0.

Этим мы и доказали, что координаты особых точек

удовлетворяют уравнениям (6).
Итак, уравнения (6) определяют либо огибающую, либо

геометрическое место особых точек кривых семейства (1), либо сочетание
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того и другого. Таким образом, получив кривую,

удовлетворяющую уравнениям (6), необходимо дополнительно исследовать,

является ли она огибающей или геометрическим местом особых точек.

Пример 2. Найти огибающую семейства окружностей

(х - С)2 + у2 - R2 = 0,

зависящих от одного параметра С.

Решение. Дифференцируя уравнение семейства по С, получаем 2 (х — С) = 0.

Исключая С из этих двух уравнений, получим уравнение у2 — В2 =0 или

y
= ±R.

Из геометрических соображений ясно, что полученная пара прямых
является огибающей (а не геометрическим местом особых точек, так как окружности,

входящие в семейство, не имеют особых точек).
Пример 3. Найти огибающую семейства прямых:

х cos а + у sin а —

р = 0, (а)

где а — параметр.

Решение. Дифференцируя по а данное уравнение семейства, будем иметь:

—х sin а + у cos а = 0. (Ь)

Для исключения параметра а из уравнений (а) и (Ь) умножим члены

первого на cos a, a второго
— на sin а и вычтем из первого второе; тогда будем иметь

х = р cos а. Подставляя это выражение в равенство (Ь), найдем у = р sin а.

Возводя члены двух последних уравнений в квадрат и складывая почленно, получим

х2 +у2 = р2. Это— окружность. Она является огибающей семейства (а не

геометрическим местом особых точек, так как прямые линии не имеют особых точек)
(рис. 258).

Пример 4. Найти огибающую траекторий снарядов, выпущенных из пушки

со скоростью vo под различными углами наклона ствола орудия к горизонту.

При этом будем считать, что орудие находится в начале координат, а траектории

снарядов лежат в плоскости Оху (сопротивлением воздуха пренебрегаем).

Рис. 258.

0\^v0t cosa-*-\ x

Рис. 259.

Решение. Найдем сначала уравнение траектории снаряда в том случае,

когда ствол орудия составляет с положительным направлением оси Ох угол а. Во

время полета снаряд участвует одновременно в двух движениях: равномерное

движение со скоростью vo в направлении ствола орудия и падение вниз под

действием силы тяжести. Поэтому в каждый момент времени t положение снаряда

М (рис. 259) будет определяться равенствами

х = VQt cos a, У
9t2

■ VQi sin а — =д- .
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Геометрическое место особых точек X

Рис. 261.

Это— параметрические уравнения траектории (параметром является время £).
Исключив £, найдем уравнение траектории в виде

ох
y = xtga- —f—— ;

2«Q cos-6 a

наконец, введя обзначения tga = fc, -^-% = a, получим

: kx ■ •ax2(l + fc2). (8)
Это уравнение определяет параболу с вертикальной осью, проходящую через

начало координат и обращенную ветвями вниз. Для различных значений к мы

получим различные траектории. Следовательно, уравнение (8) является

уравнением однопараметрического семейства парабол, являющихся траекториями

снаряда при различных углах а и данной начальной скорости «о (рис. 260).
Найдем огибающую этого семейства парабол.
Дифференцируя по к обе части уравнения (8), имеем:

х - 2акх2 = 0. (9)

Исключая к из уравнений (8) и (9), получим:

У — -г аа: .* 4а

Это—уравнение параболы с вершиной в точке (0; т-), ось которой

совпадает с осью Оу. Она не является геометрическим местом особых точек (так как

параболы (8) не имеют особых точек). Итак, парабола

У = -а ах

является огибающей семейства траекторий. Она называется параболой
безопасности, так как ни одна точка за ее пределами не достижима для снаряда,

выпущенного из данного орудия с данной начальной скоростью «о-

Пример 5. Найти огибающую семейства полукубических парабол

у3-(х- С)2 = 0.

Решение. Дифференцируем по параметру С данное уравнение семейства:

2(х-С) = 0.

Исключая параметр С из двух* уравнений, получим

У = 0.

Ось Ох является геометрическим местом особых точек — точек возврата

первого рода (рис. 261). Действительно, найдем особые точки кривой

у3-(х- С)2 = 0
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при фиксировании значения С. Дифференцируя по х и у, находим:

Fi = -2(x-C) = 0; ^=3у2=0.

Решая совместно три предыдущих уравнения, найдем координаты особой

точки: х = С, у = 0; таким образом, каждая кривая данного семейства имеет особую
точку на оси Ох.

При непрерывном изменении параметра С особые точки заполнят всю ось Ох.

Пример 6. Найти огибающую и геометрическое место особых точек семейства

(у - С)2 - § (х - С)3 :0. (10)

Решение. Дифференцируя по С обе части равенства (10), найдем

-2(у-С) + |-3(х-С)2=0,

у
- С - (х - С)2 = 0. (И)

Исключим теперь параметр С из полученного равенства (11) и из уравнения (10)
семейства. Подставив выражение у

— С = (х — С)2 в уравнение семейства,
получим

(х - С)4 - | (х - С)3 = 0, или (х - С)3 (х-С)- = 0;

отсюда получаем два возможных значения С и два соответствующих им решения

задачи.

Первое решение:

С = х;

поэтому из равенства (11) находим

у
— х — (х — х)2 = 0

или

у = х.

Второе решение:

С = *-§;
поэтому из равенства (11) находим

У = Х~ Q
.

Мы получили две прямые: у = хиу = х— ~. Первая из них является

геометрическим местом особых точек, а вторая— огибающей (рис. 262).

Рис. 262. Рис. 263.
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Замечание 2. В §7 гл.VI было доказано, что нормаль к

кривой служит касательной к ее эволюте. Следовательно, семейство

нормалей к данной кривой является в то же время семейством

касательных к ее эволюте. Таким образом, эволюта кривой является

огибающей семейства нормалей этой кривой (рис. 263).
Это замечание позволяет указать еще один метод для

нахождения эволюты: чтобы получить уравнение эволюты, надо сначала

найти семейство всех нормалей данной кривой, а затем найти

огибающую этого семейства.

§ 12. Особые решения дифференциального уравнения

первого порядка

Пусть дифференциальное уравнение

*•(*.*!)=о а)

имеет общий интеграл

Ф(*,у,С)=0. (2)

Предположим, что семейство интегральных кривых,

соответствующее уравнению (2), имеет огибающую. Докажем, что эта

огибающая также является интегральной кривой дифференциального
уравнения (1).

Действительно, в каждой своей точке огибающая касается

некоторой кривой семейства, т.е. имеет с ней общую касательную.

Следовательно, в каждой общей точке огибающая и кривая
семейства имеют одинаковые значения величин #, у, у'.
Но для кривой из семейства числа #, у, у' удовлетворяют

уравнению (1). Следовательно, тому же уравнению удовлетворяют

абсцисса, ордината и угловой коэффициент каждой точки

огибающей. Но это и означает, что огибающая является интегральной
кривой, а ее уравнение является решением данного
дифференциального уравнения.

Так как огибающая не является, вообще говоря, кривой
семейства, то ее уравнение не может быть получено из общего интеграла

(2) ни при каком частном значении С. Решение

дифференциального уравнения, не получающееся из общего интеграла ни при
каком значении С и имеющее своим графиком огибающую
семейства интегральных кривых, входящих в общее решение, называется

особым, решением дифференциального уравнения.

Пусть известен общий интеграл

Ф(гг, у, С)=0;

исключая С из этого уравнения и уравнения Ф'с (х, у, С) = О,
получим уравнение ф (#, у) = 0. Если эта функция удовлетворяет
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дифференциальному уравнению (и не принадлежит семейству (2)),
то это и есть особый интеграл.

Отметим, что через каждую точку кривой, изображающей особое
решение, проходит по крайней мере по две интегральные кривые,
т. е. в каждой точке особого решения нарушается единственность

решения.
Заметим, что точка, в которой нарушается единственность

решения дифференциального уравнения, т.е. точка, через которую

проходят по крайней мере две интегральные кривые, называется

особой точкой*). Таким образом, особое решение состоит из

особых точек.

Пример. Найти особое решение уравнения

у2(1 + у'2) = Я2. (*)
Решение. Найдем его общий интеграл. Разрешим уравнение относительно у':

dy
^

y/R2-y2
dx У

Разделяя переменные, получим

ydy =d*

±^/R2-y2
Отсюда, интегрируя, находим общий интеграл

(x-C)2 + y2=R2.
Легко видеть, что семейство интегральных линий представляет собой семейство

окружностей радиуса R с центрами на оси абсцисс. Огибающей семейства кривых

будет пара прямых у = ± R.

Функции у = ± R удовлетворяют дифференциальному уравнению (•).
Следовательно, это есть особый интеграл.

§ 13. Уравнение Клеро

Рассмотрим так называемое уравнение Клеро:

Оно интегрируется с помощью введения вспомогательного

параметра. Именно, положим ^| = р\ тогда уравнение (1) примет вид

у = хр + гр{р). (1')

Продифференцируем по х все члены последнего уравнения, имея

в виду, что р—-т- является функцией от х:

*) Граничные точки области существования решения также называют

особыми. Внутренняя точка области, через которую проходит единственная

интегральная кривая дифференциального уравнения, называется обыкновенной точкой.
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ИЛИ

Приравнивая каждый множитель нулю, получим:

£ = °> (2)

И

х + ф'{р) = 0. (3)

1) Интегрируя равенство (2), получаем р = С (С = const).
Подставляя это значение р в уравнение (1/), найдем его общий
интеграл:

у = хС + ф(С), (4)

который с геометрической точки зрения представляет семейство

прямых линий.

2) Если из уравнения (3) найдем р как функцию от i и

подставим ее в уравнение (1/), то получим функцию:

у = хр(х)+ф\р(х)], (1")

которая, как легко показать, представляет собой решение
уравнения (1).
В самом деле, в силу равенства (3) находим -р

= р+[х+ф'(р)] -р,

т.е. -тг- = р. Поэтому, подставляя функцию (1") в уравнение

(1), получаем тождество хр + ф(р) = xp + ip (p).
Решение (1") не получается из общего интеграла (4) ни при

каком значении С. Это есть особое решение; оно получается в

результате исключения параметра р из уравнений

у = хр + ф (р), х + ф'{р) = 0,

или, что все равно, исключением С из уравнений

у = хС + ф (С), х + Фс (С) = 0.

Следовательно, особое решение уравнения Клеро определяет
огибающую семейства прямых, заданных общим интегралом (4).

Пример. Найти общий и особый интегралы уравнения

dy dx

Решение. Общий интеграл получаем, заменяя -Л- на С:
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У

а ^/*

г*

1

f

X

*
Частные

^.решения

Для получения особого решения дифференцируем
последнее уравнение по С:

х +
(1 + С2)3/2

= 0.

Особое решение (уравнение огибающей) получается в

параметрическом виде (где параметром служит С):

(1 + С2)3/2
' У

аС3

(1 + С2)3/2
'

Рис 264 Исключив параметр С, можем получить

непосредственную зависимость между х и у. Возводя обе части

каждого уравнения в степень | и складывая почленно полученные уравнения, найдем
особое решение в следующем виде:

х2/3 + у2/3 = а2/3

Это— астроида. Однако огибающей семейства (а следовательно, и особым

решением) является не вся астроида, а только ее левая половина (так как из

параметрических уравнений огибающей видно, что х ^ 0) (рис. 264).

§ 14. Уравнение Лагранжа

Уравнением Лагранжа называется уравнение вида

у
= хр(у') + Ф(у'), (1)

где <р и ф— известные функции от -р.
Это уравнение линейно относительно у и х. Рассмотренное в

предыдущем параграфе уравнение Клеро является частным

случаем уравнения Лагранжа при <р{у') = у'. Интегрирование
уравнения Лагранжа, так же как и интегрирование уравнения Клеро,
производится с помощью введения вспомогательного параметра р.
Положим

у'=р;

тогда исходное уравнение запишется в в виде

У = хч>(р)+ф(р). (1')

Дифференцируя по #, получим

р
= <р(р) + [V(p) + Ф'(р)\ % >

или

р-<р(р) = Ы(р)+фы£- а")

Из этого уравнения сразу можно найти некоторые решения:

именно оно обращается в тождество при всяком постоянном

значении р = р0, удовлетворяющем условию

Ро -Ч>(Ро) = 0.
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Действительно, при постоянном значении р производная -£• = 0, и

обе части уравнения (1") обращаются в нуль.

Решение, соответствующее каждому значению р — ро, т.е.

•j-
— ро, является линейной функцией от х (так как

производная -У- постоянна только у линейных функций). Для того чтобы

найти эту функцию, достаточно подставить в равенство (]/)
значение р

=
ро:

у
= хч>(ро)+ф(ро).

Если окажется, что это решение не получается из общего ни при
каком значении произвольной постоянной, то оно будет особым
решением.

Найдем теперь общее решение. Для этого запишем уравнение

(1") в виде

dx
х

<р\р) _
Ф'(р)

dp р-<р(р) v-4> (р)
и будем рассматривать х как функцию от р. Тогда полученное
уравнение будет линейным дифференциальным уравнением
относительно функции х от р.

Решая его, найдем:
х = и(р,С). (2)

Исключая параметр р из уравнений (1') и (2), получим общий
интеграл уравнения (1) в виде

Ф(гг,у, С)=0.

Пример. Дано уравнение

у = ху'2 + у'2. (I)
Положив у' = р, будем иметь:

у = хр2+р2. (I')

Дифференцируя по х, получим:

р
= Р2 + [2хр + 2Р]^. (I")

Найдем особые решения. Так как р = р2 при ро = 0 и р\ = 1, то решениями

будут линейные функции [см. (I')] у = х
• О2 + О2, т. е. у

= 0, и у
= х + 1.

Будут ли эти функции частными или особыми решениями, мы увидим, когда

найдем общий интеграл. Для его разыскивания запишем уравнение (I") в виде

dx 2 2 ,

-т х

у——
= -г—— и будем рассматривать х как функцию независимого

переменного р. Интегрируя полученное линейное (относительно х) уравнение,

находим
С2

(Р-1)2
Исключая р из уравнений (I') и (И), получим общий интеграл:

* = -!+ т-^ттз • (")

y=(C + V^TT)2.
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Особым интегралом исходного уравнения будет

У = 0,

поскольку это решение не получается из общего ни при каком значении С.

Функция же у
= х + 1 является не особым, а частным решением; она

получается из общего решения при С = 0.

§ 15. Ортогональные и изогональные траектории

Пусть имеем однопараметрическое семейство кривых

Ф(х,у,С) = 0. (1)

Линии, пересекающие все кривые данного семейства (1) под

постоянным углом, называются изогональными траекториями.

Если этот угол прямой, то траектории называются

ортогональными траекториями.

Ортогональные траектории. Найдем уравнение
ортогональных траекторий. Напишем дифференциальное уравнение
данного семейства кривых, исключая параметр С из уравнений

Ф(*,у,С)=0
и

дФ . дФ dy
_ q

дх ду dx

Пусть это дифференциальное уравнение
будет

Рис. 265. Здесь -£ есть угловой коэффициент
касательной к кривой семейства в точке М {х\ у). Так как ортогональная

траектория, проходящая через точку М{х\у), перпендикулярна к

соответствующей кривой семейства, то угловой коэффициент

касательной к ней -J^r связан с -р соотношением (рис. 265)

*= 1—. (2)
dx dyx

dx

Подставляя это выражение в уравнение (]/) и опуская индекс

Т, получим соотношение между координатами произвольной точки

(х; у) и угловым коэффициентом ортогональной траектории в этой

точке, т.е. дифференциальное уравнение ортогональных

траекторий

F(*. ».-57е)=°- ^

Общий интеграл этого уравнения

Фх (гг, у, С) = 0

дает семейство ортогональных траекторий.
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С ортогональными траекториями приходится иметь дело,

например, при рассмотрении плоского течения жидкости.

Положим, что течение жидкости на плоскости происходит так,

что в каждой точке плоскости Оху определен вектор v (x, у)
скорости движения. Если этот вектор зависит только от положения

точки на плоскости, но не зависит от времени, то движение

называется стационарным, или установившимся. Такое движение мы и

будем рассматривать. Кроме того, мы допустим, что существует

потенциал скоростей, т.е. такая функция и(х, у), что проекции

вектора v (#, у) на оси координат vx {x, у) и vy (#, у) являются ее

частными производными по х и у:

^-V —-vдх~Ух' ду
~

у'

Линии семейства

и(х, у) = С

называются эквипотенциальными линиями (т. е.

ного потенциала).
Линии, касательные к которым во всех точках совпадают по

направлению с вектором v (#, у), называются линиями тока и

дают траектории движущихся точек.

Покажем, что линии тока суть ортогональные траектории
семейства эквипотенциальных линий (рис. 266).

Пусть (р
—

угол, образованный вектором

скорости v с осью Ох. Тогда на основании

соотношения (4)
ди{х, у) , , ди(х,у) | | .

дх
= \v\ coscp, кдуУ) = | v | sincp;

отсюда находим угловой коэффициент
касательной к линии тока

(4)

(5)
линиями рав-

У

ди(х, у)

S^~ ди (ж, у)
дх

(в)
Рис. 266.

Угловой коэффициент касательной к эквипотенциальной линии

получим, дифференцируя по х соотношение (5):
ди . ди dy _ ^
дх ду dx '

откуда

dy
_

dx

ди

дх

ди

ду

(7)

Таким образом, угловой коэффициент касательной к

эквипотенциальной линии обратен по величине и противоположен по знаку

угловому коэффициенту касательной к линии тока. Отсюда и еле-
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дует, что эквипотенциальные линии и линии тока взаимно

ортогональны.

В случае электрического или магнитного поля ортогональными

траекториями семейства эквипотенциальных линий служат силовые

линии этого поля.

Пример 1. Найти ортогональные траектории семейства парабол у = Сх2.
Решение. Напишем дифференциальное уравнение семейства

У 2Сх.

£ = 1Исключая С, получим *- = —

. Заменяя

здесь у' на т , получим

дифференциальное уравнение семейства

ортогональных траекторий

7
= — или

УУ
х

Его общий интеграл

ydy=-
х dx

xL , У _ r2

Рис. 267.

Следовательно, ортогональными траекториями данного семейства парабол

будет некоторое семейство эллипсов с полуосями а = 2С, 6 = Су/2 (рис. 267).
Изогональные траектории. Пусть траектории пересекают

кривые данного семейства под углом а, причем tga = k.

Угловой коэффициент ^ = tg <p (рис. 268) касательной к кривой

семейства и угловой коэффициент -^ = tg ф к изогональной

траектории связаны соотношением

5^ *>Ь\Г «, 1+tgatgt/;'

dy
_

dx

dx

т.е.

Рис. 268. к% + *
(2')

Подставляя это выражение в уравнение (]/) и опуская индекс Г,
получим дифференциальное уравнение изогональных траекторий.

Пример 2. Найти изогональные траектории семейства прямых

У
= Сх, (8)

пересекающие линии данного семейства под углом а, тангенс которого

tga = к.

Решение. Напишем дифференциальное уравнение данного семейства.

Дифференцируя по х уравнение (8), находим •£■ = С. С другой стороны, из того

же уравнения С = *-
. Следовательно, дифференциальное уравнение данного

семейства имеет вид -f-
= *- .
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Пользуясь соотношением (2'), получим дифференциальное уравнение

изогональных траекторий

ах у

к^ + 1
ах

Отсюда, опуская индекс Т, находим

dy
dx

fc + a
х

1-kJL
X

Интегрируя это однородное уравнение,

получаем общий интеграл

In у/х2 + у2 = i arctg ^ + In С, (9) Рис. 269.

который и определяет семейство изогональных траекторий. Чтобы выяснить,
какие именно кривые входят в это семейство, перейдем к полярным координатам:

|=tgy?, у/х2 +у2 = р.

Подставляя эти выражения в равенство (9), получим \пр = -г<р + \пС или

р = Ce^/k. Следовательно, семейство изогональных траекторий является

семейством логарифмических спиралей (рис. 269).

§ 16. Дифференциальные уравнения высших порядков

(общие понятия)

Как уже указывалось выше (см. §2), дифференциальное
уравнение n-го порядка символически можно записать в виде

F(x,y,y',y",...,yW)=0, (1)
или, если его можно разрешить относительно n-й производной,

»(п) =/(*,», !Л If",.-, »(п-1)). (1')
В настоящей главе мы будем рассматривать только такие

уравнения высших порядков, которые можно разрешить относительно

высшей производной. Для этих уравнений имеет место теорема о

существовании и единственности решения, аналогичная

существующей теореме о решении уравнения первого порядка.

Теорема. Если в уравнении

y(n) = f{*,y,y',y",---,y{n-l))
функция f(x, у, у', у", ...

, у(п_1)) и ее частные производные по

аргументам у, у'', у", ...
, y(n_1) непрерывны в некоторой

области, содержащей значения

х = х0, y = y0, У = У0, Ук }
=Уо \
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то существует, и притом единственное, решение у = у(х)
уравнения, удовлетворяющее условиям

У\х=Хо=Уо, У'\х=Хо=Уо, .... »(-1)|„ад=|Й"-1)- (2)

Эти условия называются начальными условиями.

Доказательство этой теоремы выходит за рамки данной книги.

Если рассматривать уравнение второго порядка

у" = /(я, У, У'),

то начальными условиями при х = хо для решения будут условия

У = Уо , у' = у'о ,

где хо, уо, у'о — заданные числа. Геометрический смысл этих

условий следующий: через заданную точку плоскости (хо; Уо) с

заданным тангенсом угла наклона касательной у'0 проходит
единственная кривая. Из этого, далее, следует, что если мы будем
задавать различные значения у'0 при постоянных хо я уо, то

получим бесчисленное множество интегральных кривых с различными

углами наклона, проходящих через заданную точку.

Введем теперь понятие общего решения уравнения n-го порядка.

Определение. Общим решением дифференциального
уравнения n-го порядка называется функция

y = ip(x, Си С2, ...

, Сп),

зависящая от п произвольных постоянных Ci, C2, ...

, Сп и такая,

чтог

а) она удовлетворяет уравнению при любых значениях

постоянных Сь С2, ...
, Сп;

б) при заданных начальных условиях

»U, = ». 3/'U„ = */o, -. у(п-1)1,=зд = ^""1)
постоянные С\, С<2, ...

, Сп можно подобрать так, что функция
у = <р(х, Ci, C2, ...

, Сп) будет удовлетворять этим условиям

(предполагая, что начальные значения хо, Уо, Уо-, •••

» Уо
принадлежат к области, где выполняются условия существования решения).

Соотношение вида Ф(я, у, С\, С2, ...

, Сп) = 0, неявно

определяющее общее решение, называется общим интегралом

дифференциального уравнения.
Всякая функция, получающаяся из общего решения при

конкретных значениях постоянных Ci, C2, ...

, Сп, называется частным

решением. График частного решения называется интегральной
кривой данного дифференциального уравнения.

Решить (проинтегрировать) дифференциальное уравнение п-го

порядка значит:
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1) найти его общее решение (если начальные условия не заданы)
или

2) найти то частное решение уравнения, которое удовлетворяет

заданным начальным условиям (если таковые имеются).
В следующих параграфах будут изложены методы решения

различных уравнений n-го порядка.

§ 17. Уравнение вида у(п) = f(x)

Простейшим уравнением n-го порядка является уравнение вида

у<»> = /(*). (1)

Найдем общий интеграл этого уравнения.

Интегрируя по х левую и правую части и принимая во внимание,
что у(п) = (y(n-1))\ получим

х

г/(п_1) = jf(x)dx + cly

Хо

где хо—любое фиксированное значение х, а С\—постоянная
интегрирования.

Интегрируя еще раз, получим

X X

у(»-2) = у (j f(x) dx\ dx + Cl(X- Xo) + C2 .

Хо Хо

Продолжая далее, получим, наконец (после п интегрирований),
выражение общего интеграла

X X

y = j..Jf(x)dx...dx + C1ix-^;\c2ix-nlo)^2+... + Cn.

Хо Хо

Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее начальным

условиям

у|х=Хо=Уо, У'|х=Хо=Уо, •••■ У(п"1)|*=хо=*'оП"1).
достаточно положить

Сп = Уо, Сп-\ =у'0, ...
, С\ = Уо

~

•

Пример 1. Найти общий интеграл уравнения

у" = sin (кх)

и частное решение, удовлетворяющее начальным условиям

»|.=о = 0, У'|1=0 = 1-
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Решение.

у' = fsinkxdx + Ci = _£2s_^—i + Ci,

о
X X

y = -J("»b-l\dx + Jc1dx + Ca

О О
ИЛИ

„,
sin кх . х \ г* ~. л. г*

У
=

р Ь £ + С\х + С2.

Это есть общий интеграл. Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее

данным начальным условиям, достаточно определить соответствующие значения

Ci и С2.
Из условия у|х=0 = 0 находим Съ = 0.

Из условия у'|х_0 = 1 находим С\ = 1.

Таким образом, искомое частное решение имеет вид

„, _
sin кх , „

у--^-+х (И-
Дифференциальные уравнения рассмотренного вида встречаются в теории

изгибания балок.

Пример 2. Рассмотрим упругую призматическую балку, изгибающуюся под

действием внешних сил, как непрерывно распределенных (вес, нагрузка), так и

сосредоточенных. Направим ось Ох горизонтально, по оси балки в ее недефор-
мированном состоянии, ось Оу

—

вертикально вниз (рис. 270).
Каждая сила, действующая на балку (например, нагрузка балки, реакция

опор), имеет момент относительно какого-нибудь поперечного сечения балки,
равный произведению силы на расстояние точки приложения силы от данного

сечения. Сумма М (ж) моментов всех сил, приложенных к части балки,
расположенной по одну сторону от данного сечения, с абсциссой х, называется

изгибающим моментом балки относительно данного сечения. В курсе сопротивления

материалов доказывается, что изгибающий момент балки равен EJ/R, где Е
—

так называемый модуль упругости, зависящий от материала балки: J— момент

инерции площади поперечного сечения балки относительно горизонтальной
линии, проходящей через центр тяжести площади поперечного сечения; R

—

радиус

кривизны оси изогнутой балки, который выражается формулой (§6, гл. VI)

.l-xJ

N

•I

(1+ у")3/2

Таким образом, дифференциальное уравнение

изогнутой оси балки имеет вид

р У- = ММ (2)И

(1 + у'2)3/2 EJ
' К }

Рис. 270. Если считать, что деформации малы и что

касательные к оси балки при изгибе образуют малый угол с осью Ох, то мы можем

пренебречь квадратом малой величины у'2 и считать R= 1/у"-
Тогда дифференциальное уравнение изогнутой балки примет вид

„
_

М(х) ( ,.

а это уравнение есть уравнение вида (1).



§18] НЕКОТОРЫЕ ТИПЫ УРАВНЕНИЙ 55

Пример 3. Балка наглухо заделана в конце О и подвергается действию

сосредоточенной вертикальной силы Р, приложенной к концу балки L на расстоянии
I от места закрепления (рис. 270). Весом балки пренебрегаем.

Рассмотрим сечение в точке N (х). Изгибающий момент относительно сечения

N в данном случае будет равен М (ж) = (I — х) Р. Дифференциальное уравнение

(2') примет вид

»" = £<'-*>•
Начальные условия: при х = 0 прогиб у равен нулю и касательная к изогнутой

оси балки совпадает с осью Ох, т. е. у|х=0 = 0, у'|х=0 = 0. Интегрируя уравнение,

найдем
X

В частности, из формулы (3) определяется прогиб h на конце балки L:

I Р/3h = y\x=i = зШ'

§ 18. Некоторые типы дифференциальных уравнений
второго порядка, приводимых к уравнениям первого порядка.

Задача о второй космической скорости

I. Уравнение вида

£s=/(*.S) w

не содержит явным образом искомой функции у.

Решение. Обозначим производную -j- через р, т.е. положим

*=*. Тогда gf = £.
Подставляя эти выражения производных в уравнение (1),

получим уравнение первого порядка

относительно неизвестной функции р от х. Проинтегрировав это

уравнение, находим его общее решение:

р = р(х, Ci),

а затем из соотношения
-j-

— p получаем общий интеграл

уравнения (1):
y = fp(x, Ci)dx + C2.

Пример 1. Рассмотрим дифференциальное уравнение цепной линии (см. § 1)
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Положим
*

=»■

dx
Р'

тогда

d2y
_ &р_

dx2
~

dx '

и мы получаем дифференциальное уравнение первого порядка относительно

вспомогательной функции р от х

Разделяя переменные, будем иметь

dp _ с[х

VT+F~ a'

откуда

P = sh(f + C1).
Но так как р — -j*-, то последнее соотношение представляет собой

дифференциальное уравнение относительно искомой функции у. Интегрируя его, получим

уравнение цепной линии (см. § 1)

y = ach(f +Ci) +C2.

Найдем частное решение, удовлетворяющее следующим начальным условиям:

У|х=0 = а, У'|х=0 = 0.

Второе условие дает С\ = О, первое Съ — 0.

Окончательно получаем

у — a ch (х/а).

Замечание. Аналогичным способом можно проинтегрировать

уравнение

</») = /(*, <,(»-*)).
Полагая y(n_1) =р, получим для определения р уравнение

первого порядка

£ = /(*.!»>•

Узнав отсюда р как функцию от х, из соотношения y(n_1) = р

найдем у (см. § 17).
П. Уравнение вида

& = /(»•$ &

не содержит явным образом независимого переменного х.
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Для его решения снова положим

но теперь мы будем считать р функцией от у (а не от х, как

прежде). Тогда
d2y

_
dp
_

dp dy
_

dp
dx2 dx dy dx dy

"'

Подставляя в уравнение (2) выражения
-У- и -т-|, получим

уравнение первого порядка относительно вспомогательной функции р

pfy=f(y,p)- (4)

Интегрируя его, найдем р как функцию от у и произвольной
постоянной С\\

р = р(у, Сг).

Подставляя это значение в соотношение (3), получим

дифференциальное уравнение первого порядка для функции у от х

£=Р(У,С1).
Разделяя переменные, находим

^^=dx.
p(y,Ci)

Интегрируя это уравнение, получим общий интеграл исходного

уравнения

Ф(х,у,С1,С2) = 0.

Пример 2. Найти общий интеграл уравнения

Зу" = »-«/з.

Решение. Положим -£ = р, рассматривая р как функцию от у. Тогда

у" = р -+- ,
и мы получаем уравнение первого порядка для вспомогательной функ-

ау
ции р

Интегрируя это уравнение, находим р2 = С\ —

у 2/3 или р = ± у/ С\ —

у 2/3
.

Но р = -Д; следовательно, для определения у получаем уравнение

i dy ,
w1/3 dy ,

±
у

= dx, или 7====
= dx,

y/Ci-y-V* ±у/С1У2/*-1

откуда

J Vd^/3-l
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Для вычисления последнего интеграла сделаем подстановку С\ у2/3 — 1 = t2.

Тогда

»V» = (t> + 1)V» _L_ , rfy = 3t (t2 + 1)V» _L_ <ft.

Следовательно,

f_yW_dy__ 1 f 3t (*» + !) _ з ft» Л

= ^\1с1уУ*-1(С1У2'3 + 2).

Окончательно получаем:

x + C2 = ± ± yf CiyV* - 1 (С1У2'3 + 2).

Пример З. Пусть точка движется по оси Ох под действием силы, зависящей

только от положения точки. Дифференциальное уравнение движения будет

»*f = F(x).

Пусть при t = О будет х = хо, -тг = vq .

Умножив обе части уравнения на -тт dt и проинтегрировав в пределах от О

до £, получим

2
Х

(S) Ч^О = /^Н^х

2т (*)'
Х()

1 2
=

« mv0 = const.

Первое слагаемое последнего равенства представляет

кинетическую энергию, второе
—

потенциальную энергию

движущейся точки. Из полученного равенства следует,

Рис. 271. что сумма кинетической и потенциальной энергии

остается постоянной во все время движения.

Задача о математическом маятнике. Пусть математическая точка

массы m под действием силы тяжести движется по окружности L, лежащей в

вертикальной плоскости. Найдем уравнение движения точки, предебрегая силами

сопротивления (т.е. силой трения, силой сопротивления воздуха и т.п.).
Поместим начало координат в низшей точке окружности, ось Ох направим по

касательной к окружности (рис. 271).
Обозначим через I радиус окружности, через s —длину дуги от начала О до

переменной точки М, где находится масса т, причем эту длину берем с

соответствующим знаком (s > 0, если точка М правее точки О; s < 0, если М левее О).
Наша задача заключается в установлении зависимости s от времени t.

Разложим силу тяжести тд на тангенциальную и нормальную составляющие.

Первая, равная
—

тд sin </?, вызывает движение, вторая уничтожается реакцией

кривой, по которой движется масса т.
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Таким образом, уравнение движения имеет вид

d2s
т —у

= -тд sin <p.

Так как для окружности угол <р = s//, то мы получаем уравнение

d2s . 5

#
=

-5Sini-

Это дифференциальное уравнение II типа (так как оно не содержит явным

образом независимого переменного t).
Интегрируем его соответствующим образом:

il =п £_s —^В.ъ
dt Р'

dt2 dsP'

Следовательно, р -f- = —
д sin т , или pdp = —g sin т ds, откуда

р2 = 2gl cos | + Ci .

Обозначим через so наибольшую длину дуги, на которую отклоняется

точка М. При s = so скорость точки равна нулю:

ds I
_ п

I
_ п

~Л\ р\ °'
ill \s=SQ \S=SQ

Это дает возможность определить С\:

О = 2gl cos -у- + С\ , откуда Ci = —2gl cos
-р

.

Поэтому

М1)2=2*'Н-со8т)'
или, применяя к последнему выражению формулу для разности конусов,

ds\ л f • s + so • so
— s /сЧ

Л J =4*/!йп-2Г-8,П^-' (5)(
откуда*^

l^^-^/sin^sin^. (6)

Это—уравнение с разделяющимися переменными. Разделяя переменные, полу-

ds z=2y/^ldt. (7)

/ s + so • so
— s

sln__osln_o_

Будем пока предполагать, что s ф so, тогда знаменатель дроби отличен от нуля.

Если считать, что s = 0 при t = 0, то из равенства (7) получаем

s

[ ,

ds
— = 2 yfgit. (8)

J / . s + so • so
— s

0

у""1-» sm"V"

*) Перед корнем мы берем знак плюс. Из замечания в конце решения задачи

следует, что рассматривать случай, когда берется знак минус, нет надобности.
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Это равенство и дает зависимость s от t. Интеграл, стоящий слева, не

выражается через элементарные функции, "не выражается через элементарные функции

и функция s от t. Рассмотрим поставленную задачу приближенно. Будем

предполагать, что углы sq/1 и s/l малы. Углы (s + sq)/21 и (so — s)/2l не будут
превосходить sq/1. В уравнении (б) синусы углов заменим приближенно углами

•sp sp
■ds

_ 0 /—г I s + i

dt~2^9ly—l W~

или

Разделяя переменные, получим (предполагаем пока, что 5 ф so)

,

ds
= JJdt. (7')

Снова будем считать, что 5 = 0 при t = 0. Интегрируя последнее уравнение,

получим

/7T= = /f"< (8')

arcsin —
so

откуда

5 = «о sin J | t. (9)

Замечание. При решении мы предполагали, что s ф sq . Но путем

непосредственной подстановки убеждаемся, что функция (9) есть решение уравнения (б')
при любом значении t.

Напомним, что решение (9) является приближенным решением уравнения (5),
так как уравнение (б) мы заменили приближенным уравнением (б').

Равенство (9) показывает, что точка М (которую можно рассматривать как

конец маятника) совершает гармонические колебания с периодом колебания

VI-Т = 27Г 4 / - . Этот период не зависит от амплитуды колебания 5о-

Пример 4. Задача о второй космической скорости.

Определить наименьшую скорость, с какой нужно бросить тело вертикально

вверх, чтобы оно не вернулось на Землю. Сопротивлением воздуха пренебречь.

Решение. Обозначим массу Земли и массу брошенного тела соответственно

через Мит. По закону тяготения Ньютона сила / притяжения, действующая

на тело т, будет
t - и М m
J
~ к

г2
>

где г— расстояние между центром Земли и центром тяжести брошенного тела,

к— гравитационная постоянная.

Дифференциальное уравнение движения указанного тела с массой га будет

(10)

d2r
_

dt2

d2r
_

dt2

_. M
• га

г2

кМ
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Мы взяли знак минус потому, что в задаче ускорение отрицательно.

Дифференциальное уравнение (10) есть уравнение вида (2). Будем решать это уравнение

при следующих начальных условиях: г = Я, -£ = vo при t = 0. Здесь R— радиус

Земли, vo
—

скорость бросания. Обозначим

^И = v
d2r

—
dv

_
dv dr dv

dt
'

dt2 dt dr dt dr '

где v—скорость движения. Подставляя в уравнение (10), получим

v#. = -k4.
dr r2

Разделяя переменные, получаем v dv = —кМ -ч-. Интегрируя это уравнение,
г

находим

jf = fcAfI+Ci. (И)

Из условия, что v = vo на поверхности Земли (при г = Я), определим С\:

г*=кМ±+С1
или

Г _
кМ , vo

Подставим найденное значение С\ в равенство (11):

2 "Шг R
+

2

или

$=*"*+($-¥)• (12)

По условию тело должно двигаться так, чтобы скорость всегда была

положительной, следовательно, v2/2 > 0. Так как величина кМ/r при неограниченном

возрастании г делается как угодно малой, то условие v2/2 > 0 будет выполняться

при любом г только в случае

vl-kM>0 (13)

ИЛИ

vo ^ \2кМ
\J-R-'

Следовательно, наименьшая скорость будет определяться равенством

„ _ \2кМ /14ч

где

к - 6,66 • 10~8 -£У-х ,
R = 63 • 107 см.

г • <г

На поверхности Земли при г = R ускорение силы тяжести равно д (д = 981 см/с2).

На основании этого из равенства (10) получаем д =

Подставляя это значение М в формулу (14), получаем

На основании этого из равенства (10) получаем д = к -=% или М = У-г— .

vo = y/2gR = V2-981-63-107 « 11,2 - Ю5см/с = 11,2км/с.
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§ 19. Графический метод интегрирования

дифференциального уравнения второго порядка

Выясним геометрический смысл дифференциального уравнения

второго порядка. Пусть имеем уравнение

у" = f{x, у, у1). (1)
Обозначим через <р угол, который касательная к кривой образует
с положительным направлением оси Ох; тогда

i=4V. (2)

Чтобы выяснить геометрический смысл второй производной,
вспомним формулу, определяющую радиус кривизны кривой в

данной точке *'

(1 + у'2)3/з
R-—7,— •

Отсюда
„
_

(1 + у'2)3/2
у ~

R

Но

y' = tg¥>, l+y,2 = l+tgV = sec2<A (l+2/,2)3/2 = |secVl = ^3^],
поэтому

У" =
Я | сое* И

• <3)

Подставляя теперь в уравнение (1) полученные выражения для у
и у", будем иметь

7Г|^571 = /(*.».*8¥>).
ИЛИ

г> _ 1 М\

| cos3 V? | • / (ж, у, tg V?)
'

Отсюда видно, что дифференциальное уравнение второго порядка

определяет величину радиуса кривизны интегральной линии, если

заданы координаты точки и направление касательной в этой точке.

Из предыдущего вытекает способ приближенного построения

интегральной кривой при помощи гладкой кривой, составленной из

дуг окружностей**). Пусть, например, требуется найти решение

уравнения (1), удовлетворяющее следующим начальным условиям:

*) До сих пор мы всегда считали радиус кривизны положительным числом,

однако в настоящем параграфе мы будем считать радиус кривизны числом,

которое может принимать как положительные, так и отрицательные значения: если

кривая выпукла (у" < 0), мы считаем радиус кривизны отрицательным (Я < 0);
если кривая вогнута (у" > 0), — положительным (R > 0).

**) Кривая называется гладкой, если она имеет касательную во всех точках,

причем угол наклона этой касательной есть непрерывная функция от длины

дуги s.
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у\х=Хо=Уо, У'\х=Хо=У'о-

Рис. 272.

Через точку Мо(хо, уо) проведем

луч MqTq с угловым
коэффициентом у' = tg(f0 = у'0 (рис. 272).
Из уравнения (4) найдем величину
R = Ro. Отложим отрезок МоСо,
равный Ro на перпендикуляре к

направлению MqTq, и из точки Со,
как из центра, опишем небольшую

дугу М$М\ радиусом До- Заметим

при этом, что если Rq < О, то отрезок МоСо нужно направлять
в ту сторону, чтобы дуга окружности была обращена
выпуклостью вверх, а при До > 0— выпуклостью вниз (см. сноску на

предыдущей странице).
Пусть, далее, х\, у\

—

координаты точки М\, лежащей на

построенной дуге и достаточно близкой к точке Mo, a tgcpi—угловой
коэффициент касательной М\Т\ к проведенной окружности в точке

М\. Из уравнения (4) найдем соответствующее точке М\ значение

R — R\. Проведем отрезок М\С\, перпендикулярный к М\Т\,
равный ili, и из точки Ci, как из центра, опишем небольшую дугу

M\M<i радиусом ili. Затем на этой дуге возьмем близкую к М\
точку М2 (#2,2/2) и продолжаем таким образом построение, пока

не получим достаточно большой кусок кривой, состоящий из дуг

окружностей. Из предыдущего ясно, что эта кривая приближенно
является интегральной линией, проходящей через точку Мо.
Очевидно, что построенная кривая будет тем ближе к интегральной

кривой, чем меньше будут дуги MqMi, M1M2, ...

§ 20. Линейные однородные уравнения.

Определения и общие свойства

Определение 1. Дифференциальное уравнение n-го порядка

называется линейным, если оно первой степени относительно

совокупности искомой функции у и ее производных у', ...
, у^п~1\ у^п\

т.е. имеет вид

а0уу.(п) + aiy(n-1) + ... + any = /(z), (1)

где a0, ai, a2, ...
, an и f (х) — заданные функции от х или

постоянные, причем ао Ф 0 для всех значений х из той области, в

которой мы рассматриваем уравнение (1). В дальнейшем мы будем
предполагать, что функции ao, ai, а2, ...

, ап и / (х) непрерывны

при всех значениях я, причем коэффициент ао = I (если он не



64 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ [ГЛ. XIII

равен 1, мы можем все члены уравнения поделить на него).
Функция f(x), стоящая в правой части уравнения, называется правой
частью уравнения.

Если / (х) ф 0, то уравнение называется линейным

неоднородным, или уравнением с правой частью. Если же f (х) = 0, то

уравнение имеет вид

у^ + aiy(n-^ + ... + апу = 0 (2)

и называется линейным однородным или уравнением без

правой части (левая часть этого уравнения является однородной
функцией первой степени относительно у, у', у", ...

, 2/^).
Установим некоторые основные свойства линейных однородных

уравнений, ограничиваясь в доказательствах уравнениями второго

порядка.

Теорема 1. Если у\ и у2 —два частных решения линейного

однородного уравнения второго порядка

у" + а1У' + а2У = 0, (3)

тпо у\ + 2/2 есть также решение этого уравнения.

Доказательство. Так как у\ и у2— решения уравнения, то

у" + а>1У1 +а>2У1 =0 и у% + агу'2 + а2у2 = 0. (4)

Подставляя в уравнение (3) сумму 2/i+y2 и принимая во внимание

тождества (4), будем иметь

(2/1 + 2/2)" + аг (ух + у2)' + а2 (уг + у2) =

= {у" + агУг + аъУг) + (2/2 + ai2/2 + а22/2) = 0 + 0 = 0,

т. е. ух + у2 есть решение уравнения.

Теорема 2. Если у\ есть решение уравнения (3) и

С—постоянная, то Су\ есть также решение уравнения (3).
Доказательство. Подставляя в уравнение (3) выражение Cyi,

получим

(СУ1)" + аг (Суг)' + а2 (Суг) = С {у'{ + а1У[ + а2У1) = С • 0 = 0;

тем самым теорема доказана.

Определение 2. Два решения уравнения (3) у\ и у2 называются

линейно независимыми на отрезке [а, 6], если их отношение

на этом отрезке не является постоянным, т.е. если

— Ф const.

В противном случае решения называются линейно зависимыми.

Иными словами, два решения у\ и у2 называются линейно

зависимыми на отрезке [а, 6], если существует такое постоянное число А,
что — = А при а ^ х ^Ь. В этом случае у\

= Ау2 .
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Пример 1. Пусть имеем уравнение у" — у = 0. Легко проверить, что функции

ех, е-х, Зех, 5е~х являются решениями этого уравнения. При этом функции
вх о

ех и е~х линейно независимы на любом отрезке, так как отношение ——^
= ezx не

остается постоянным при изменении х. Функции же ех и Зех линейно зависимы,

Зех
так как —*- = 3 = const.

е

Определение 3. Если у\ и у2 суть функции от х, то

определитель

W(yuy2) = = У1У2
-

2/i2/2
2/1 2/2

12/i 2/2 I
называется определителем Вронского или вронскианом
данных функций.
Теорема 3. Ясли функции у\ и у2 линейно зависимы на отрезке

[а, Ь], то определитель Вронского на этом отрезке тоэюдественно

равен нулю.
Действительно, если у2

= Ayi, где А = const, то у2 = Ху[ и

W(yi, у2) =
2/1 2/2

\y'i y'i
2/i Ayi
У'х Aj/i

= А 2/1 2/1

2/i 2/i
= 0.

Теорема 4. Если определитель Вронского W (у\, у2),
составленный для решений у\ и у2 линейного однородного уравнения (3), не

равен нулю при каком-нибудь значении х = хо на отрезке [а, 6],
где коэффициенты уравнения непрерывны, то он не обращается в

нуль ни при каком значении х на этом отрезке.

Доказательство. Так как у\ и у2—два решения уравнения (3),
то

2/2 + ai2/2 + a22/2 = 0, у" + aiy[ + a2yi = 0.

Умножая члены первого равенства на yi, члены второго
равенства на 2/2 и вычитая из первых вторые, получим

(2/12/2 - У1У2) + ai (yiy'2 -у,1у2) = 0. (5)

Разность, стоящая во второй скобке, есть определитель
Вронского W(yi, y2), а именно W(yu y2) = {y\y'2-yiy2). Разность, стоящая

в первой скобке, есть производная от определителя Вронского

Wx(yu 2/2) = (2/12/2 - У1У2)' = 2/12/2
-

У\У2 •

Следовательно, равенство (5) принимает вид

W' + <nW = 0. (6)

Найдем решение последнего уравнения, удовлетворяющего

начальному условию W | = Wo . Найдем сначала общее решение

уравнения (6) в предположении, что W ф 0. Разделяя переменные

в уравнении (6), получаем -^-
= -a\dx.

Интегрируя, находим

\nW = - J ax dx + In С, или '»£ = -/ а\ drr,
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откуда
X

— J a\ dx

W = Ce x»
. (7)

Заметим, что можно было написать функцию (7) и сказать, что

эта функция удовлетворяет уравнению (6), в чем можно легко

убедиться непосредственной подстановкой этой функции в уравнение

(6). Предположение W ф О не требуется.
Формула (7) называется формулой Лиувилля.
Определим С так, чтобы удовлетворялось начальное условие.

Подставляя х = хо в левую и правую часть равенства (7), получаем

W0=C.

Следовательно, решение, удовлетворяющее начальным условиям,

примет вид
х

— J a\dx
W = W0e *°

. (7')
По условию Wo ф 0. Но тогда из равенства (7') следует, что

W ф 0 ни при каком значении #, потому что показательная

функция не обращается в нуль ни при каком конечном значении

аргумента. Теорема доказана.

Замечание 1. Если определитель Вронского равен нулю при

каком-нибудь значении х = х$, то он равен также нулю при любом

значении х из рассматриваемого отрезка. Это непосредственно

следует из формулы (7): если W = 0 при х = xq , то

следовательно, W = 0, каково бы ни было значение верхнего
предела х в формуле (7).

Теорема 5. Если решения у\ и у^ уравнения (3) линейно

независимы на отрезке [а, 6], то определитель Вронского W,
составленный для этих решений, не обращается в нуль ни в одной

точке указанного отрезка.

Доказательство. Предварительно заметим следующее.

Функция у
= 0 есть решение уравнения (3) на отрезке [а, 6],

удовлетворяющее начальным условиям

у\х=ха = о, у'|х=хо = о,

где хо
—любая точка отрезка [а, Ь]. Из теоремы существования

и единственности (см. §16), которая применима к уравнению (3),
следует, что не существует другого решения уравнения (3),
удовлетворяющего начальным условиям

у\ =0, у'\ =0.
а

\X=Xq
' *

\X=Xq

Из этой теоремы также следует, что если решение уравнения

(3) равно тождественно нулю на некотором отрезке или интервале
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(а, /?), принадлежащем отрезку [а, 6], то это решение тождественно

равно нулю на всем отрезке [а, Ь]. Действительно, в точке х = (3
(ив точке х = а) решение удовлетворяет начальным условиям

»!«=„ = °. у'1=0 = °-

Следовательно, по теореме единственности оно равно нулю в

некотором интервале (3 — d<x<(3+ d, где d определяется величиной

коэффициентов уравнения (3). Таким образом, расширяя
интервал, каждый раз на величину d, где у

= О, мы докажем, что у
= О

на всем отрезке [а, Ь].
Теперь приступим к доказательству теоремы 5. Допустим, что

W (у\, у2) = 0 в некоторой точке отрезка [а, 6]. Тогда по теореме 3

определитель Вронского W (у\, у2) будет равен нулю во всех точках

отрезка [a, b]: W = О или yiy'2 — у[у2 = 0.

Допустим, что ух ф 0 на отрезке [а, Ь]. Тогда на основании

последнего равенства можно написать ШУг ~йу1У2 = 0 или f ^ J =0.

Откуда следует
— = А = const,
у\

т.е. решения у\ и 2/2 линейно зависимы, что противоречит

предположению о их линейной независимости.

Допустим далее, что у\ = 0 в точках х\, х2, ...
, ж*,

принадлежащих отрезку [а, 6]. Рассмотрим интервал (а, х\). На этом

интервале у\ ф 0. Следовательно, на основании только что

доказанного следует, что на интервале (а, х\)
— = А = const или 2/2 = Ayi.

Рассмотрим функцию у = 2/2
— Ayi. Так как 2/i и 2/2 есть решения

уравнения (3), то у
=

у2
— Xyi есть решение уравнения (3) и у

= 0

на интервале (a, #i). Следовательно, на основании замечания в

начале доказательства следует, что у
— у2

— ^2/1 =0 на отрезке

[а, Ь] или

^ = А
у\

на отрезке [а, 6], т.е. у\ и у2 линейно зависимы.

Но это противоречит предположению о линейной независимости

решений 2/i и 2/2- Таким образом, мы доказали, что определитель

Вронского не обращается в нуль ни в одной из точек отрезка [а, Ъ\.
Теорема 6. Если у\ и у2

— два линейно независимых решения

уравнения (3), то

У
= С1У1+С2у2, (8)

где С\ и С2 —произвольные постоянные, есть его общее решение.

Доказательство. Из теорем 1 и 2 следует, что функция

С\у\ + С2у2

есть решение уравнения (3) при любых значениях С\ и С2 .
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= 2/Ю2/20
~ 2/io2/20

Докажем теперь, что каковы бы ни были начальные условия

у\х=х = У°' У'\х=х = Vol можно так подобрать значения

произвольных постоянных С\ и С2, чтобы соответствующее частное решение

Ci2/i + C22/2 удовлетворяло заданным начальным условиям.

Подставляя начальные условия в равенство (8), будем иметь

2/о
= Ci2/Ю +С2г/20, Уо = CiVio + С2У20 , (9)

где обозначено

2/1 L=*o = У1° ' У2 \х=х0 = У™ ' ^ L=*0 = У'10 ' У* 1—о = ^ •

Из системы (9) можно определить С\ и С? ,
так как определитель

этой системы

2/ю 2/20 I
12/ю 2/20 I

есть определитель Вронского при х = хо и, следовательно, не

равен 0 (в силу линейной независимости решений у\ и 2/2)- Частное

решение, которое получится из семейства (8) при найденных

значениях С\ и C<i, удовлетворяет заданным начальным условиям.
Таким образом, теорема доказана.

Пример 2. Уравнение у" + — у' «■ У = 0, коэффициенты которого а\ = 1/х и
X X

a<i = —1/х2 непрерывны на любом отрезке, не содержащем точки х = 0, допускает
частные решения

У\
=

х, У2
= 1/х

(это легко проверить подстановкой в уравнение). Следовательно, его общее
решение имеет вид

y
= Cix + C2±-

Замечание 2. Не существует общих методов для нахождения
в конечном виде общего решения линейного уравнения с

переменными коэффициентами. Однако для уравнений с постоянными

коэффициентами такой метод существует. Он будет изложен в

следующем параграфе. Для случая же уравнений с переменными

коэффициентами в главе XVI «Ряды» будут указаны некоторые

приемы, которые дадут возможность находить приближенные
решения, удовлетворяющие определенным начальным условиям.

Здесь мы докажем теорему, которая позволяет находить общее

решение дифференциального уравнения второго порядка с

переменными коэффициентами, если известно одно его частное решение.

Так как иногда удается найти или угадать одно частное

решение непосредственно, то эта теорема во многих случаях может

оказаться полезной.

Теорема 7. Если известно одно частное решение линейного

однородного уравнения второго порядка, то нахооюдение общего

решения сводится к интегрированию функций.
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Доказательство. Пусть у\ есть известное частное

решение уравнения у" + а\у' + а^у = 0. Найдем другое частное

решение данного уравнения так, чтобы у\ и у^ были

линейно независимы. Тогда общее решение выразится формулой
У = С\у\ + С2У2, где Ci, C2 — произвольные постоянные. На

основании формулы (7) (см. доказательство теоремы 4) можно написать

2/22/1
— 2/2Уi = Ce~faidx. Таким образом, для определения у2 мы

получаем линейное уравнение первого порядка. Проинтегрируем
его следующим образом. Разделим все члены на у\:

y'2yi-y2y'1=J_Ce-faidx или
d (y1) = ^Ce-S<4dx.

У1 У1 dx \yi) y\

отсюда

У1= [Ce-f«^*dx + c,
2/1 J Ух

Так как мы ищем частное решение, то, положив С = 0, С = 1,
получаем

/л—
Г а\ dx

е

у2
dx. (10)

Очевидно, что у\ и 2/2—линейно независимые решения, так как
У2

Таким образом, общее решение исходного уравнения имеет вид

— ф const.
у\

^

У = Ciyi + C2yi/—
Г а\ dx

Пример 3. Найти общее решение уравнения

(1-х2)у" -2ху' + 2у = 0.

Решение. Непосредственной проверкой убеждаемся, что это уравнение имеет

частное решение у\ = х. Найдем второе частное решение у2 так, чтобы у\ и у2

были линейно независимы.
—2х

Заметим, что в нашем случае а\ = у > на основании формулы (10)
получаем ,

г 1х ах

dx

= х J (± -\ + тггг \ + о/А \) dx = x

J \ х2 2(1-х) 2(1+ж)/

Следовательно, общее решение имеет вид

у = Cix + C2 (± х In liifl т l) •

■x2\
1 + a?

1-х
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§ 21. Линейные однородные уравнения второго порядка
с постоянными коэффициентами

Имеем линейное однородное уравнение второго порядка

y"+py' + qy = 0, (1)

где р и q
— постоянные действительные числа. Чтобы найти общий

интеграл этого уравнения, достаточно, как было показано выше,

найти два линейно независимых частных решения.

Будем искать частные решения в виде

у
= екх, где к = const; (2)

тогда

у' = кекх, у" = к2екх.

Подставляя полученные выражения производных в уравнение

(1), находим:

ekx(k2+pk + q)=0.
Так как екх ф 0, то, значит,

к2 + рк + q = 0. (3)

Следовательно, если к будет удовлетворять уравнению (3), то

екх будет решением уравнения (1). Уравнение (3)
называется характеристическим уравнением по отношению к

уравнению (1).
Характеристическое уравнение есть квадратное уравнение,

имеющее два корня: обозначим их через ^ и fe. При этом

к>=-Р2+]1т-<1> к* = -Р2-)/т-*-
Возможны следующие случаи:

I. к\ и fc2—действительные и притом не равные между собой

числа (к\ ф fo);
П. к\ и к? — комплексные числа;

III. к\ и к<2—действительные равные числа (к\ = fo)-

Рассмотрим каждый случай отдельно.

I. Корни характеристического уравнения действительны и

различны: fci ф &2. В этом случае частными решениями будут
функции

Ух=ек*х, у*=ек*х.
Эти решения линейно независимы, так как

Ш = ^1=е^-к^хф const.

Следовательно, общий интеграл имеет вид

у = С1ек1Х + С2ек*х.
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Пример 1. Дано уравнение

у" + у' - 2у = 0.

Характеристическое уравнение имеет вид

к2 + к - 2 = 0.

Находим корни характеристического уравнения:

Общий интеграл есть

y = Ciex + C2e-2x.

П. Корни характеристического уравнения комплексные. Так как

комплексные корни входят попарно сопряженными, то обозначим:

к\ = а + г'/?, &2 = а
— Ф-,

где

«=-!, /» = V^?
Частные решения можно записать в форме

tfl=e(»+^)«, 2,2 = ^-^)*. (4)

Это— комплексные функции действительного аргумента,

удовлетворяющие дифференциальному уравнению (1) (см. §4 гл. VII).
Очевидно, что если какая-либо комплексная функция

действительного аргумента

у
= и (х) + iv (x) (5)

удовлетворяет уравнению (1), то этому уравнению удовлетворяют

функции и(х) и v(x).
Действительно, подставляя выражение (5) в уравнение (1), будем

иметь:

[и (х) + iv(х)]" +р[и (х) + iv (x)Y +q[u (x) + iv (x)] = 0 .

или

(и" +ри' + qu)+i (v" + pvf + qv) = 0.

Но комплексная функция равняется нулю тогда и только тогда,

когда равны нулю действительная часть и мнимая часть, т.е.

и" +ри' + qu = 0, v" + pv' + qv = 0.

Мы и доказали, что и (х) и v (x) являются решениями уравнения.

Перепишем комплексные решения (4) в виде суммы
действительной и мнимой части:

2/1 = еах cos fix + ieax sin/fa, y2 = eQX cos/fa - ieax sin/fa.
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По доказанному частными решениями уравнения (1) будут
действительные функции

уг =еах cos/te, (6')

у2 = еах sin/to. (6")

Функции ух и у2 линейно независимы, так как

^=e:icosf const.

Следовательно, общее решение уравнения (1) в случае комплексных

корней характеристического уравнения имеет вид

У = Сху\ + Ciy2 = Cieax cos/fa + C2eax sin/fa

или

у
= eax (Ci cosf3x + C2 sin/to), (7)

где С\ и C2— произвольные постоянные.

Важным частным случаем решения (7) является случай, когда

корни характеристического уравнения чисто мнимые.

Это имеет место тогда, когда в уравнении (1) р = О, и оно имеет

вид

у" + qy = 0.

Характеристическое уравнение (3) принимает вид

к2 + q = О, q > 0.

Корни характеристического уравнения

&12 = ±iy/~q = ±г/?, а = 0.

Решение (7) принимает вид

у — С\ cos (Зх + С2 sin /fa.

Пример 2. Дано уравнение

у" + 2у' + 5у = 0.

Найти общий интеграл и частное решение, удовлетворяющее начальным

условиям

»|.=о = 0« 3''1х=о = 1-

Построить график.

Решение. 1) Напишем характеристическое уравнение

к2 + 2к + 5 = 0

и найдем его корни:

кг = -1 + 2г, к2 = -1 - 2г.

Следовательно, общий интеграл есть

у = е~х (d cos 2х + C<i sin 2x).
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2) Найдем частное решение, удовлетворяющее данным начальным

условиям, и определим соответствующие значения С\ и С2. На основании

первого условия находим: 0 = е~° (С\ cos (2 • 0) + C2sin(2 • 0)), откуда С\ = 0.

Заметив, что у' = е~х2С\ cos2x — е~х С2 sin2x, из второго условия

получаем 1 = 2С2, т.е. С2 = 1/2. Таким образом, искомое частное решение есть

У — 2
е~Х sin 2а?. График его показан на рис. 273.

Пример 3. Дано уравнение У[

у" + 9у = 0.

Найти общий интеграл и частное решение,

удовлетворяющее начальным условиям

у|х=0 = о, y'L=0 = 3.

Решение. Напишем характеристическое

уравнение

к2 + 9 = 0.

Находим его корни:

, y-^e~xs\n2x

Рис. 273.

к\ = Зг, &2 = —Зг.

Общий интеграл есть

у = С\ cos Зх + С2 sin Зх.

Найдем частное решение. Предварительно найдем

у = -3Ci sin3x + ЗС2 cos3x.

Постоянные С\ и С2 определяются из начальных условий:

0 = С\ cos 0 + С2 sin 0, 3 = -3Ci sin 0 + ЗС2 cos 0.

Они равны

Частное решение:

d =0, С2 = 1.

у = sin Зх.

III. Корни характеристического уравнения действительные и

равные. В этом случае k\ = fo.
Одно частное решение у\

= eklX получается на основании

предыдущих рассуждений. Нужно найти второе частное решение,

линейно независимое с первым (функция ек2Х тождественно

равна eklX и поэтому не может рассматриваться в качестве второго
частного решения).

Будем искать второе частное решение в виде

уз =и(х)ек1Х,
где и(х) — неизвестная функция, подлежащая определению.

Дифференцируя, находим

у'2 = и'ек1Х + кщек1Х = ек1Х {и' + кхи),

$ = и"ек1Х + 2кги'ек1Х + к\иек*х = eklX (и" + 2km' + к\и).
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Подставляя выражения производных в уравнение (1), получаем

ек1Х [и" + (2fci + р) и' + {к\ + ркг + q) и] = 0.

Так как к\—кратный корень характеристического уравнения, то

к\ +pki+q = 0.

Кроме того, к\ = к? = —р/2 или 2к\ = —р, 2к\ +р = 0.

Следовательно, для того чтобы найти и(х), надо решить

уравнение eklXu" = 0 или и" = 0. Интегрируя, получаем и = Ах + В.
В частности, можно положить А = 1, В = 0; тогда и = х. Таким

образом, в качестве второго частного решения можно взять:

2/2 = xeklX.

Это решение линейно независимо с первым, так как

— = х £ const.

Поэтому общим интегралом будет функция

у = deklX + C2xeklX = ек1Х (Сг + С2х).

Пример 4. Дано уравнение

у" - 4у' + 4у = 0.

Пишем характеристическое уравнение к2 — Ак + 4 = 0. Находим его корни:

к\ = &2 = 2. Общим интегралом будет

y = Cie2x+C2xe2x.

§ 22. Линейные однородные уравнения n-го порядка

с постоянными коэффициентами

Рассмотрим линейное однородное уравнение n-го порядка

y{n)+aiy(n-V + ...+any = 0. (1)

Будем предполагать, что ai, аг, ...

, ап
— постоянные. Прежде чем

указывать метод решения уравнения (1), введем определение,
нужное нам для дальнейшего.

Определение 1. Если для всех х отрезка [a, b] имеет место

равенство

ipn (х) = Ацрг (х) + А2р2 (х) + ... + Ап-црп-1 (я),

где А\, А2, ...

, An-i—постоянные числа, не все равные нулю, то

говорят, что ipn (x) выраэюаетпся линейно через функции <pi (#),
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Определение 2. п функций <рг (х), щ {х), ..., ч>п-\ (х), 4>п(х)
называются линейно независимыми, если никакая из этих

функций линейно не выражается через остальные.

Замечание 1. Из определений следует, что если функции y>\ (x),
<Р2(х), •••> Фп (х) линейно зависимы, то найдутся постоянные

С\, Съ, ..., Сп не все равные нулю, такие, что для всех х отрезка

[а, Ъ\ будет выполняться тождество

Ciifi (х) + С2Ч>2 (х) + ... + Сп<рп (х) = 0.

Пример 1. Функции у\ = ех, у2 = е2х, уз = Зех линейно зависимы, так как

при С\ = 1, Сг = 0, Сз = —

^
имеет место тождество

Ciex + C2e2x + C3-3ex = 0.

Пример 2. Функции yi = 1, 2/2 = #, Уз = х2 линейно независимы, так как

ни при каких Ci, C2, С3, одновременно не равных нулю, выражение С\ • 1 +

+ Сга: + Сз#2 не будет тождественно равно нулю.

Пример 3. Функции у\ = efclX, 2/2 = ек*х, ..., уп = efcnX, ..., где &i, &2, ...

..., fcn, ... —различные числа, линейно независимы. (Это утверждение мы

приводим без доказательства.)

Перейдем теперь к решению уравнения (1). Для этого уравнения

справедлива следующая теорема.

Теорема. Если функции у\, у?, ...
, уп являются линейно

независимыми решениями уравнения (1), то его общее решение есть

У = СхУ1 + С2У2 + ... + СпУп , (2)
где С\, ...

, Сп —произвольные постоянные.

Если коэффициенты уравнения (1) постоянны, то общее решение
находится так же, как и в случае уравнения второго порядка.

1) Составляем характеристическое уравнение

kn + aikn~l + а2кп-2 + ... + ап = 0.

2) Находим корни характеристического уравнения к\, к?, ..., кп.
3) По характеру корней выписываем частные линейно

независимые решения, руководствуясь тем, что:

а) каждому действительному однократному корню к

соответствует частное решение екх;
б) каждой паре комплексных сопряженных однократных корней

£(*) = а + г;/? и fc(2) = а
— 1(3 соответствуют два частных решения

еах cos/to и еах sin/ta;
в) каждому действительному корню к кратности г соответствует

г линейно независимых частных решений

кх тркя ~S—l.fci.

г) каждой паре комплексных сопряженных корней

fcW = а + if}, fc(2) =a-i(3
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кратности \х соответствует 2/л частных решений

еах cos/ta, хеах cos/fa, ..., хР~1еах cos(3x,

еах sin/fa, xeax sin/fa, ...
,
жм-1еая: sin/fa.

Этих частных решений будет ровно столько, какова степень

характеристического уравнения (т. е. столько, каков порядок данного

линейного дифференциального уравнения). Можно доказать, что

эти решения линейно независимы.

4) Найдя п линейно независимых частных решений у\, y*i, ...

..., уп, строим общее решение данного линейного уравнения

У = Схух + С2у2 + ... + Спуп ,

где С\, С2, ...
, Сп — произвольные постоянные.

Пример 4. Найти общее решение уравнения

yIV-y = 0.

Решение. Составляем характеристическое уравнение

к4 - 1 = 0.

Находим корни характеристического уравнения

к\ = 1, &2 = —1, &з = г, &4 =
—

*•

Пишем общий интеграл

у = С\ех + С2е~х + Сз cosх + С\ sinx,

где Ci, С2, С3, С4 — произвольные постоянные.

Замечание 2. Из изложенного следует, что вся трудность

решения линейных однородных дифференциальных уравнений с

постоянными коэффициентами заключается в решении

характеристического уравнения.

§ 23. Неоднородные линейные уравнения второго порядка

Пусть имеем неоднородное линейное уравнение второго порядка

y" + a1y' + a2y = f(x). (1)

Структура общего решения такого уравнения (1) определяется

следующей теоремой:

Теорема 1. Общее решение неоднородного уравнения (1)
представляется как сумма какого-нибудь частного решения этого

уравнения у* и общего решения у соответствующего однородного
уравнения

у" + а1У' + а2у = 0. (2)

Доказательство. Нужно доказать, что сумма

У = У + У* (3)
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есть общее решение уравнения (1). Докажем сначала, что функция
(3) есть решение уравнения (1).

Подставляя сумму у + у* в уравнение (1) вместо у, будем иметь

(y + y*)" + al(y + y*)' + a2(y + y*) = f(x)

или

{у" + агуГ + а2у) + (у*" + агу*' + а2у*) = f (х). (4)
Так как у есть решение уравнения (2), то выражение, стоящее

в первых скобках, тождественно равно нулю. Так как у* есть

решение уравнения (1), то выражение, стоящее во вторых скобках,
равно f(x). Следовательно, равенство (4) является тождеством.

Таким образом, первая часть теоремы доказана.

Докажем теперь, что выражение (3) есть общее решение
уравнения (1), т.е. докажем, что входящие в него произвольные

постоянные можно подобрать так, чтобы удовлетворялись начальные

условия:

У\Х=ХО=УО, у'\х=Хо=Уо, (5)

каковы бы ни были числа #о, уо и у'0 (лишь бы хо было взято из

той области, где функции ai, а2 и f (х) непрерывны).
Заметив, что у можно представить в форме у = С\у\ + С2у2,

где ух и у2—линейные независимые решения уравнения (2), а С\
и С2 —произвольные постоянные, можем переписать равенство (3)
в виде

У = С1У1+С2у2+у*. (3')

Тогда на основании условий (5) будем иметь*)

Сгую + С2у20 +Уо= Уо, С1У[0 + С2у'20 + у%' = у'0.
Из этой системы уравнений нужно определить С\ и С2. Переписав
систему в виде

Сгую + С2у20 = 2/о
-

Уо, Сгу[0 + С2у20 = у'0- 2/*/ , (6)

замечаем, что определитель этой системы есть определитель
Вронского для функций 2/i и 2/2 в точке х = хо. Так как эти функции
по условию линейно независимы, то определитель Вронского не

равен нулю; следовательно, система (6) имеет определенное решение

С\ и С2 , т. е. существуют такие значения С\ и С2 , при которых

формула (3) определяет решение уравнения (1), удовлетворяющее

данным начальным условиям. Теорема полностью доказана.

Таким образом, если известно общее решение у однородного
уравнения (2), то основная задача при интегрировании

неоднородного уравнения (1) состоит в нахождении какого-либо его частного

решения у*.

*) Здесь ую, У20, Уо> 2/ю'» У2(/, Уо' обозначают числовые значения функций

Уи У2, У*, 2/i, У2> У*' ПРИ х = х0 •
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Укажем общий метод нахождения частных решений
неоднородного уравнения.
Метод вариации произвольных постоянных. Напишем общее

решение однородного уравнения (2)

У = Ciyi + С2у2. (?)

Будем искать частное решение неоднородного уравнения (1)
в форме (7), рассматривая С\ и С2 как некоторые пока

неизвестные функции от х.

Продифференцируем равенство (7):

У' = С1У[ + С2у'2 + Ci yi + С'2у2 .

Подберем искомые функции С\ и С2 так, чтобы выполнялось

равенство

С1У1+С£У2=0. (8)
Если учесть это дополнительное условие, то первая производная

у' примет вид

у' = С1У[+С2у'2.
Дифференцируя теперь это выражение, найдем у":

уП = С1У^ + С2у^ + С[у[+С^'
Подставляя у, у', у" в уравнение (1), получим

Ciy'i + С2у'± + С[у[ + С'2у'2 + аг (С1У[ + С2у'2) + а2 (С1У1 + С2у2) = f (x)

или

d {у'{ + а1У[ + а2У1) + С2 (у% + а1У'2 + а2у2) + С[у[ + С^у^ = / (х).

Выражения, стоящие в первых двух скобках, обращаются в нуль,

так как у\ и у2
—

решения однородного уравнения. Следовательно,
последнее равенство принимает вид

CWi+CW2=f(x). (9)
Таким образом, функция (7) будет решением неоднородного

уравнения (1) в том случае, если функции С\ и С2 удовлетворяют
системе уравнений (8) и (9), т.е. если

C[yi + С'2у2 = 0, С[у[ + С'2у'2 = f (x).

Так как определителем этой системы является определитель
Вронского для линейно независимых решений у\ и у2 уравнения (2),
то он не равен нулю; следовательно, решая систему, мы найдем

С[ и С'2 как определенные функции от х:

С[=^{х), C'2 = ip2{x).

Интегрируя, получим

Ci = JVi (x) dx + Cu C2 = fip2 (x) dx + C2,

где С\ и С2 — постоянные интегрирования.
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Подставляя полученные выражения С\ и Съ в равенство (7),
найдем_ интеграл, зависящий от двух произвольных постоянных

С\ и С2 , т.е. общее решение неоднородного уравнения*).
Пример. Найти общее решение уравнения

У" - *- = х.Ы
X

Решение. Найдем общее решение однородного уравнения

y--i=o.
Так как У-j- = —

, то In у' = lnx + In с; у' = сх; итак, у = С\х2 + С2.
У х

Чтобы последнее выражение было решением данного уравнения, надо

определить С\ и С2 как функции от х из системы

С[х2 + С2
• 1 = 0, 2С[х + С'2 • 0 = х.

Решая эту систему, найдем

С[ = 1/2, С2 = -х2/2,

откуда в результате интегрирования получаем

С1 = |+г?1, с2 = -^ + с2.

Подставляя найденные функции в формулу у = С\х2 + С2 , получаем общее

решение неоднородного уравнения

у = Сгх2 + С2 + ^ -^-,

или у
= С\х2 + С2 + ^- , где С\ и С2 — произвольные постоянные.

При отыскании частных решений полезно пользоваться

результатами следующей теоремы.
Теорема 2. Решение у* уравнения

у" + а1У' + а2у = /i (x) + h (x), (10)

где правая часть есть сумма двух функций fi(x) и /2 (х) **),
можно представить в виде суммы у* =у\+У2 > где у\ и у% есть

соответственно решения уравнений

ti" + a1y? + a2vi = fi(x), (П)

yZ"+aiy;' + a2yZ = f2(x). (12)

Доказательство. Складывая правые и левые части равенств

(11) и (12), получим

(У? + Vt)" + ai (у*! + 2/2*)' + а2 № + у*2) = /i (я) + /2 (х). (13)

*) Если положить С\ = С2=0, то получим частное решение уравнения (1).
**) Очевидно, что соответствующая теорема остается справедливой при

любом числе слагаемых правой части.
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Из последнего равенства и следует, что сумма

2/1+2/2=2/

есть решение уравнения (10).
Пример. Найти частное решение у* уравнения

у" +4у = х + 3ех.

Решение. Частное решение у* уравнения

у'1"+4у'1=х

будет

Частное решение уравнения

будет

Частное решение у* данного уравнения будет

§ 24. Неоднородные линейные уравнения второго порядка
с постоянными коэффициентами

Пусть имеем уравнение

y"+py' + qy = f{x), (1)

где р и q
—действительные числа.

В предыдущем параграфе был указан общий метод нахождения

решения неоднородного уравнения. В случае уравнения с

постоянными коэффициентами частное решение иногда бывает возможно

найти проще, не прибегая к интегрированию. Рассмотрим
несколько таких возможностей для уравнения (1).

I. Пусть правая часть уравнения (1) представляет собой

произведение показательных функций на многочлен, т.е. имеет вид

f(x)=Pn(x)eax, (2)

где Рп(х) — многочлен n-й степени. Тогда возможны следующие

частные случаи:

а) Число а не является корнем характеристического уравнения

к2 + рк + q = 0.

В этом случае частное решение нужно искать в виде

у* = (А0хп + AlXn~l + ... + An) eax = Qn (x) eax. (3)
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Действительно, подставляя у* в уравнение (1) и сокращая все

члены на множитель еаа;, будем иметь:

Q"n (х) + (2а + р) Q'n (х) + (а2 + pa + q) Qn (x) = Рп (х). (4)

Qn{x) — многочлен степени n, Q'n (х) — многочлен степени п — 1,
Q'n (х)— многочлен степени п — 2. Таким образом, слева и справа

от знака равенства стоят многочлены n-й степени. Приравнивая
коэффициенты при одинаковых степенях х (число неизвестных

коэфФиЦиентов равно п+ 1), получим систему п+ 1 уравнений для

определения неизвестных коэффициентов Ло, А\, Аъ, ..., Ап.
б) Число а есть простой (однократный) корень

характеристического уравнения.

Если бы в этом случае частное решение мы стали искать в

форме (3), то в равенстве (4) слева получился бы многочлен (п —1)-й
степени, так как коэффициент при Qn(x), т.е. a2 +pa + q, равен
нулю, а многочлены Q'n (x) и Q"n (x) имеют степень, меньшую чем

п. Следовательно, ни при каких Ло, А\, ..., Ап равенство (4) не

было бы тождеством. Поэтому в рассматриваемом случае
частное решение нужно брать в виде многочлена (п-Ы)-й степени, но

без свободного члена, (так как свободный член этого многочлена

исчезнет при дифференцировании) *):

V*=xQn{x)eax.

в) Число а есть двукратный корень характеристического
уравнения. Тогда в результате подстановки в дифференциальное
уравнение функции Qn (x) еах степень многочлена понижается на две

единицы. Действительно, если а— корень характеристического

уравнения, то а2 + pa + q = 0; кроме того, так как а является

двукратным корнем, то 2а = —

р (так как по известной

теореме элементарной алгебры сумма корней приведенного квадратного

уравнения равна коэффициенту при неизвестном в первой степени,

взятому с обратным знаком). Итак, 2а-Ьр = 0.

Следовательно, в левой части равенства (4) остается Q^(x), т.е.

многочлен (п — 2)-й степени. Для того чтобы в результате
подстановки получить многочлен степени п, следует частное решение
искать в виде произведения еах на многочлен (п+2)-й степени. При
этом свободный член этого многочлена и член в первой степени

исчезнут при дифференцировании; поэтому их можно не включать

в частное решение.

Итак, в случае, когда а является двукратным корнем

характеристического уравнения, частное решение можно брать в форме

y*=x2Qn{x)eax.

*) Заметим, что все приведенные выше результаты остаются в силе и в том

случае, когда а
—

комплексное число (это следует из правил дифференцирования

функции етж, где т—любое комплексное число; см. §4 гл. VII).
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Пример 1. Найти общее решение уравнения

у" + 4у' + Зу = х.

Решение. Общее решение соответствующего однородного уравнения есть

у = Cie~x + С2е~3х.

Так как правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид хе0х (т. е.

вид Р\(х)е0х), причем 0 не является корнем характеристического уравнения

к2 + Ак + 3 = 0, то частное решение будем искать в форме у* = Q\ (а;)е0ж, т.е.

положим

у* = Aox + Ai.

Подставляя это выражение в заданное уравнение, будем иметь

4Ао+3(Аох + Аг)=:х.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях а;, получим

ЗЛ0 = 1, 4Л0 + ЗЛ1 =0,

откуда
Ао = 1/3, Аг = -4/9.

Следовательно,

Общее решение у = у + у* будет

У :

3* 9"

-Зх , 1 4

3* 9"

Пример 2. Найти общее решение уравнения

у"+9у = (а;2 + 1)е3ж.
Решение. Общее решение однородного уравнения найдем легко:

у
= С\ cos Зх + C<i sin За;.

Правая часть заданного уравнения (а;2 + 1)е3ж имеет вид Р2{х)егх.
Так как коэффициент 3 в показателе степени не является корнем

характеристического уравнения, то частное решение ищем в виде у* = Q2 (x) е3ж или

у* = (Ла;2 + Вх + С)е3ж. Подставляя это выражение в дифференциальное
уравнение, будем иметь

[9(Ах2 + Вх + С) + 6(2Ах + В) + 2А + 9(Ах2 + Вх + С)] е3х = (а;2" + 1)е3ж.

Сокращая на е3ж и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях а;,

получим

18Л = 1, 12Л + 18Б = 0, 2Л + 6Б + 18С = 1.

откуда А = 1/18, В = —1/27, С = 5/81. Следовательно, частное решение

** = (^2-£*+£)е3*
и общее решение

у = Ci cos3a; + C2 sin За; + (^*2 - ^* + ^) е3ж.

Пример 3. Решить уравнение

у"-7у'+6у=:(а;-2)ех.
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Решение. Здесь правая часть имеет вид Pi (х)е1'х, причем коэффициент 1 в

показателе степени является простым корнем характеристического многочлена.

Следовательно, частное решение ищем в виде у* = xQ\ (х) еж, или

у* =х(Ах+В)ех;

подставляя это выражение в уравнение, будем иметь

[{Ах2 + Вх) + (4Ах + 2В) + 2А - 7 (Ах2 + Вх)-7 (2Ах + В) + б (Ах2 + Вх)] ех =

= (х-2)ех,
или

v ' '

(-ЮАх -5В + 2А) ех =(х- 2) ех.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях а;, получим

-ЮЛ = 1, -5В + 2А = -2,

откуда Л = —1/10, В = 9/25. Следовательно, частным решением является

а общим

у = Cie6* + С2е* + х ^-i а; + ^\ ех.

П. Пусть правая часть имеет вид

f(x) = P (x) eax cos (Зх + Q (x) eax sin ^x, (5)

где Р(х) и Q(x) — многочлены.

Этот случай может быть рассмотрен приемом, примененным в

предыдущем случае, если перейти от тригонометрических функций
к показательным. Заменяя cos/Зх и sin/fa через показательные

функции по формулам Эйлера (см. §5 гл. VII), получим

f(x) = P(x)e"*e V +Q(x)e° 2i

ИЛИ

f{x)=[±P(x) + ±Q(x)]elaW'+[\P(x)-±Q(x)]ela-W*. (6)

Здесь в квадратных скобках стоят многочлены, степени которых

равняются высшей из степеней многочленов Р (х) и Q(x). Таким

образом получили правую часть вида, рассмотренного в случае 1.

Доказывается (приводить доказательство мы не будем), что

можно найти частные решения, не содержащие комплексные числа.

Итак, если правая часть уравнения (1) имеет вид

f(x) = P (x) eQX cos (Зх + Q (x) eax sin 0x, (7)

где Р(х) и Q (х) — многочлены от #, то форма частного решения

определяется так:

а) если число а + г/3 не является корнем характеристического

уравнения, то частное решение уравнения (1) следует искать в виде

у* = U (х) еах cos (Зх + V (х) еах sin /3z, (8)
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где U(x) и V (х) — многочлены, степень которых равна наивысшей

степени многочленов Р(х) и Q(x);
б) если число a+i(3 есть корень характеристического уравнения,

то частное решение ищем в виде

у
*
= х [U (х) еах cos /Зх + V (х) еах sin (Зх]. (9)

При этом во избежание возможных ошибок надо отметить, что

указанные формы частных решений (8) и (9), очевидно,
сохраняются и в тех случаях, когда в правой части уравнения (1) один из

многочленов Р(х) и Q(x) тождественно равен нулю, т.е. когда

правая часть имеет вид Р(х)еах cos(3x или Q(x)eax sin/fa.
Рассмотрим, далее, важный частный случай. Пусть правая

часть линейного уравнения второго порядка имеет вид

f(x) = M cos (Зх + N sin /Зх, (7')

где М и N— постоянные числа.

а) Если (3i не является корнем характеристического уравнения,

то частное решение следует искать в виде

у* = A cos (Зх + В sin (Зх. (8')

б) Если (3i является корнем характеристического уравнения, то

частное решение следует искать в виде

у* =х(А cos (Зх + В sin (Зх). (9')

Отметим, что функция (7') является частным случаем функции
(7) (Р(х) = М, Q(x) = N, а = 0); функции (8') и (9') являются

частными случаями функций (8) и (9).
Пример 4. Найти общий интеграл линейного неоднородного уравнения

у" + 2у' + Ъу = 2 cos ж.

Решение. Характеристическое уравнение к2 + 2к + 5 = 0 имеет корни

&1 = — 1 + 2г; &2 = —1 — 2г. Поэтому общий интеграл соответствующего

однородного уравнения есть

у = е~х (С\ cos 2а; + Съ sin2а;).

Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде

у* = A cos а; + В sin а;,

где А и В—постоянные коэффициенты, подлежащие определению.

Подставляя у* в заданное уравнение, будем иметь

—A cos а; — В sin х + 2 (—A sin х + В cosx) + b(A cos а; + В sin х) — 2 cos а;.

Приравнивая коэффициенты при cosx и sin а;, получим два уравнения для

определения А и В:

-А + 2В + ЪА = 2, -В - 2А + ЪВ - 0,

откуда А = 2/5, Б = 1/5. Общее решение данного уравнения: у = у + у*, т.е.

— 2 1
у = е

х

(Ci cos 2х + С2 sin 2а;) + ^
cos а; + ^

sin a;.
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Пример 5. Решить уравнение у" + 4у = cos 2а;.

Решение. Характеристическое уравнение имеет корни к\ = 2г, к2 = —2г;
поэтому общее решение однородного уравнения имеет вид

у
= С\ cos 2х + С2 sin 2x.

Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме

у* = х (A cos 2a; + Б sin 2a;).

Тогда

у*' = 2а; (-Л sin2а; + Б cos2а;) + (Л cos2а; + Б sin 2a;),

у*" = 4х {-A cos 2а; - Б sin 2а;) + 4 (-Л sin 2x-\-В cos 2a;).

Подставляя эти выражения производных в данное уравнение и приравнивая

коэффициенты при cos 2a; и sin 2a;, получаем систему уравнений для определения

А и Б: 4Б = 1, -4А = 0, откуда А = О, Б = 1/4.
Таким образом, общий интеграл данного уравнения

у = С\ cos 2а; + С2 sin 2а; + -г х sin 2a;.

Пример 6. Решить уравнение у" —

у = Зе2ж cos а;.

Решение. Правая часть уравнения имеет вид

/ (х) = е2ж (М cos а; + TV sin a;),

причем М = 3, N = 0. Характеристическое уравнение к2 — 1 = 0 имеет корни

&1 = 1, &2 = — 1. Общее решение однородного уравнения есть

у = Ciex + С2е~х.

Так как число a+i(3 = 2+г-1 не является корнем характеристического уравнения,

то частное решение ищем в виде

у* = е2ж (A cosx + В sin а;).

Подставляя это выражение в уравнение, получим после приведения подобных
членов:

(2Л + 4Б)е2ж соза; + (-4Л + 2Б)е2ж sina; = 3e2x cos a;.

Приравнивая коэффициенты при cos а; и sin а;, получим

2Л + 4Б = 3, -4Л + 2Б = 0.

Отсюда А = 3/10, В — 3/5. Следовательно, частное решение

а общее

У*=е2ж (^ cosa;+| sina;j ,

у = Сгех + С2е~х + е2ж (шсоза;+!sina;)-
Замечание. Отметим, что все рассуждения этого параграфа

справедливы и для линейного уравнения первого порядка.

Рассмотрим, например, уравнение первого порядка с постоянными

коэффициентами (это уравнение часто встречается в технических

приложениях)

^ + ау = Ь, (10)
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где а и Ъ— постоянные. Находим общее решение однородного
уравнения

d£+ay = 0.

Составляем характеристическое уравнение

к + а = 0, к = —а.

Общее решение однородного уравнения будет

У = Се~ах.

Ищем частное решение у* неоднородного уравнения в форме

у*=В.

Подставляя в уравнение (10), получаем аВ = 6, В = b/а. Итак,

У* = Ь/а.

Общее решение уравнения (10) будет

у = у + у* или у
= Се~ах + Ь/а. (11)

§ 25. Неоднородные линейные уравнения высших порядков

Рассмотрим уравнение

уЫ + aiy(»-i) + ... + ttny = / (гг), (\)

где ai, a2, ..., an, /(#) — непрерывные функции от х (или
постоянные числа). Пусть нам известно общее решение

У = Cm + С2У2 + ... + Спуп (2)

соответствующего однородного уравнения

y(n) + ais/71"1) + a2y(n-2) + ... + апу = 0. (3)
Как и в случае уравнения второго порядка, для уравнения (1)

справедливо следующее утверждение.

Теорема. Если у—общее решение однородного уравнения (3), а

у*—частное решение неоднородного уравнения (1), то

Y = y + y*

есть общее решение неоднородного уравнения.
Таким образом, задача интегрирования уравнения (1), как и в

случае уравнения второго порядка, сводится к нахождению

частного решения неоднородного уравнения.
Как и в случае уравнения второго порядка, частное решение

уравнения (1) можно находить по способу вариации произвольных

постоянных, считая в выражении (2) С\, С?, ..., Сп функциями
от х.
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Составим систему уравнений (ср. §23):

С'1у1 + С,3у2 + ... + Спуп = 0,

с[у(Г2) + с^Г2) + ■■■ + cnyln-v = о,

С1»{в_1) + САп~1) + • • • + С'пУ{п-1) = f (х). J

(4)

Эта система уравнений с неизвестными функциями С{, С2, ...,

С'п имеет вполне определенные решения. (Определитель из

коэффициентов при С{, С2, ..., С'п представляет собой определитель

Вронского, составленный для частных решений yi, у2, ..., уп

однородного уравнения, а так как эти частные решения по условию
линейно независимы, то определитель Вронского отличен от нуля.)

Итак, система (4) может быть решена относительно функций
С{, С2, ..., С'п. Найдя их и интегрируя, получим:

d =/C;dx + Ci, C2 = $C'2dx + C2, ...

, Сп = JC'ndx + Cn,

где Ci, C2, ..., Сп— постоянные интегрирования.

Докажем, что в таком случае выражение

У* = С1у1 + С2у2 + ... + Спуп (5)

есть общее решение неоднородного уравнения (1).
Дифференцируем выражение (5) п раз, принимая каждый раз

во внимание равенства (4); тогда будем иметь

У* = Сху\ + С2у2 + ... + Спуп ,

У^=С1У[ +С2у'2 +...+Спу;,

„•(»-i) =Cl2/in-1) +С2^-1} + ... +Спу{пп-1\
у* (n) = Cl2/in) + С2у{2п) +...+ Спу{пп) + f(x).

Умножая члены первого, второго, ... и, наконец, последнего

уравнения, соответственно, на an, an_i, ..., а\ и 1 и складывая,

получим

y'(»)+ei„»(n-i) + ... + any* = f(x),
так как yi, y2, ..., уп

— частные решения однородного уравнения,

и поэтому суммы членов, полученные при сложении по

вертикальным столбцам, равны нулю.

Следовательно, функция

У* = С1У1 + ... + Спуп

(где Ci, ..., Сп —функции от х, определенные из уравнений (4))
является решением неоднородного уравнения (1). Это решение
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зависит от п произвольных постоянных С\, C2, ..., Сп. Как и

в случае уравнения второго порядка, доказывается, что это есть

общее решение.
Таким образом, утверждение доказано.

В случае неоднородного уравнения высшего порядка с

постоянными коэффициентами (ср. § 24) частные решения иногда

находятся проще, а именно:

I. Пусть в правой части дифференциального уравнения стоит

функция f (х) = Р(х)еах, где Р(х) — многочлен от х; тогда надо

различать два случая:

а) если а не является корнем характеристического уравнения,
то частное решение можно искать в виде

y* = Q(x)ea*,

где Q(x) — многочлен той же степени, что и Р(х), но с

неопределенными коэффициентами;
б) если а есть корень кратности /л характеристического

уравнения, то частное решение неоднородного уравнения можно искать в

форме
y* = x»Q(x)e"x,

где Q (х) — многочлен той же степени, что и Р(х).
П. Пусть правая часть уравнения имеет вид

f (х) = М cos (Зх + N sin (Зх,

где М и N— постоянные числа. Тогда вид частного решения

определяется следующим образом:
а) если число (3i не есть корень характеристического уравнения,

то частное решение имеет вид

у* = A cos (Зх + В sin (Зх,

где А и В— постоянные неопределенные коэффициенты;
б) если число /3i есть корень характеристического уравнения

кратности /л, то

у* = жм (A cos(3x + В sin/to).

III. Пусть

f(x) = P (x) еах cos (Зх + Q (x) eax sin /Зх,

где Р(х) и Q(x) — многочлены от х. Тогда:
а) если число а + (3i не является корнем характеристического

многочлена, то частное решение ищем в виде

у* = U (x) eQX cos (Зх + V (х) еах sin (Зх,

где U (х) и V (х) — многочлены, степень которых равна наивысшей

степени многочленов Р(х) и Q{x)\
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б) если число а + /3i является корнем кратности \х

характеристического многочлена, то частное решение ищем в виде

у* = ям [17 (х) еах cos/3x + V (х) еах sin/fcr],

где U (х) и V (х) имеют тот же смысл, что и в случае а).
Общее замечание к случаям II и III. Даже тогда, когда в правой

части уравнения стоит выражение, содержащее только cos/to или

только sin/to, мы должны искать решение в том виде, как было

указано, т.е. с синусом и косинусом. Иными словами, из того,

что правая часть не содержит cos/?# или sin/to, отнюдь не следует,

что частное решение уравнения не содержит этих функций. В этом

мы могли убедиться, рассматривая примеры 4, 5, 6 предыдущего

параграфа, а также пример 2, приведенный в этом параграфе.
Пример 1. Найти общее решение уравнения yIV — у = а;3 + 1.

Решение. Характеристическое уравнение к4 — 1 = 0 имеет корни

к\ = 1, к2 = —1, &з = », &4 = —г.

Находим общее решение однородного уравнения (см. пример 4 § 22)

у = С\ех + С2е~х + Сз cos a; + Ca sin ж.

Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме

у* - Aqxz + А\х2 + А2х + Л3 .

Дифференцируя у* четыре раза и подставляя полученные выражения в

заданное уравнение, получим

-А0х3 - А\х2 - А2х - Аз = х3 + 1.

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х:

-А0 = 1, -А\ =\ 0, -А2 = 0, -Аз = 1.

Следовательно,

у* = -а;3 - 1.

Общий интеграл неоднородного уравнения находится по формуле у = у + у*, т. е.

у
— Ciex + С2е~х + Сз cos a; + C4 sin а; - х3 - 1.

Пример 2. Решить уравнение yIV — у = 5 cos а;.

Решение. Характеристическое уравнение кА — 1 = 0 имеет корни fci = 1,

&2 = — 1, кз — г, /?4 = —г. Следовательно, общим решением соответствующего

однородного уравнения является:

у
= Ciex + С2е~х + Сз cosa; + С4 sina;.

Далее правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид

/ (а;) = М cos х + N sin a;,

где М = 5, ЛГ = 0.

Так как г является простым корнем характеристического уравнения, то

частное решение ищем в виде

у* — х (A cosх -\- В sinx).
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Подставляя это выражение в уравнение, найдем

4Л sinx — 4£ cosx = 5 cosx,

откуда

4Л = 0, -4Б = 5,

или Л = 0, В = —5/4. Следовательно, частным решением дифференциального
уравнения является

5 _•
у = —

j х sinx,

а общим решением

у = С\ех + Сге
х

+ Сз cosх + С4 sinх — |i sinx.

§ 26. Дифференциальное уравнение механических колебаний

В настоящем и следующих параграфах мы рассмотрим одну

задачу прикладной механики, исследовав и разрешив ее с помощью

линейных дифференциальных уравнений.
Пусть груз массы Q покоится на упру-

"

^Соположение гой Рессоре (рис. 274). Отклонение груза

-ва&Вр-дв-оёе'сия~у( от положения равновесия обозначим че-

<^ Ера—* рез у. Отклонение вниз будем считать

> ^ положительным, вверх
—

отрицательным.

^ ^ В положении равновесия сила веса урав-

<^ 5& новешивается упругостью пружины. Пред-
•п}%?7 -^р7 положим, что сила, стремящаяся вер-

1/1 '^ '^
нуть груз в положение равновесия,

— так

Рис- 274,
называемая восстанавливающая сила—

пропорциональна отклонению, т.е. равна
— fcy, где к— некоторая

постоянная для данной рессоры величина (так называемая

«жесткость рессоры»)*^.
Предположим, что движению груза Q препятствует сила

сопротивления, направленная в сторону, противоположную
направлению движения, и пропорциональная скорости движения груза

относительно нижней точки рессоры, т.е. сила —Xv — —А-^, где

А = const ^ 0 (амортизатор). Напишем дифференциальное
уравнение движения груза на рессоре. На основании второго закона

Ньютона будем иметь

<?§ = -*-*$ (1)

(здесь к и А— положительные числа). Мы получили линейное

однородное дифференциальное уравнение второго порядка с

постоянными коэффициентами.

*' Рессоры, у которых восстанавливающая сила пропорциональна

отклонению, разываются рессорами с «линейной характеристикой».
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Это уравнение можно переписать
,...i.kd Положение равновесия

так: _в^.

где обозначено

P=A/Q, g = fc/Q.

Предположим, далее, что нижняя

точка рессоры совершает
вертикальные движения по закону z — tp(t). Рис.275.

Это, например, будет иметь место, если нижний конец рессоры

прикреплен к катку, который вместе с рессорой и грузом
движется по неровности (рис. 275).
В этом случае восстанавливающая сила будет равна не — fcy,

а —к[у + (p(t)], сила сопротивления будет -А [у' + ц>'(t)}, и вместо

уравнения (1) мы получим уравнение

G & + А i + кУ = "^W " v^ (2)

ИЛИ

У+р|+« = /(0. (2')

где обозначено

fft\ =
fey(0 + Ay,(0>

Мы получили неоднородное дифференциальное уравнение

второго порядка.

Уравнение (]/) называют уравнением свободных колебаний,

уравнение (2')— уравнением вынуэюденных колебаний.

§ 27. Свободные колебания. Векторное и комплексное

изображение гармонических колебаний

Рассмотрим сначала уравнение свободных колебаний

У"+РУ' + ЯУ = 0 (р^О, <7>0, см. §26). (1)

Напишем соответствующее характеристическое уравнение

к2 + рк + q = О

и найдем его корни:

1) Пусть p2/4>q. Тогда корни fci и к2—действительные
отрицательные числа. Общее решение выражается через показательные

функции:
у = Ciekit + С2ек*г (кх < О, к2 < 0). (2)
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Из этой формулы следует, что отклонение у при любых

начальных условиях асимптотически стремится к нулю, если t —> оо.

В данном случае колебаний не будет, так как силы сопротивления

велики по сравнению с коэффициентом жесткости рессоры к.

2) Пусть р2/4 = q; тогда корни ki и к2 равны между собой

(и равны отрицательному числу
—р/2). Поэтому общее решение

будет
у = Cle-$t+C2te-2t = (Ci +C2t)e-*. (3)

Здесь отклонение также стремится к нулю при t —> оо, однако

не так быстро, как в предыдущем случае (благодаря наличию

сомножителя С\ + C2i).
3) Пусть р = О, т. е. отсутствует сила сопротивления. Уравнение

(1) примет вид

у" +qy = 0. (4)

Характеристическое уравнение имеет вид к2 + q = 0, а его корни

равны fci = /ft, к2 = —Ph где /? = у^. Общее решение:

у = Сх cos /ft + С2 sin /ft. (5)

В последней формуле произвольные постоянные С\ и С2 заменим

другими. Именно, введем постоянные А и <^о, связанные с Ci и Сг
соотношениями

Ci = A sin <ро , С?2 = A cos <po •

А и <£о через С\ и С2 определяются так:

А = у/С*+С$, cp0=arctgg.
Подставляя значения С\ и С2 в формулу (5), будем иметь

у
= A sin <£o cos /ft +

+ A coscpo sin/ft

или

y
= Asin(/ft + <p0). (6)

Колебания в этом случае называются гармоническими.

Интегральными кривыми являются синусоиды. Промежуток времени Т,
за который аргумент синуса изменяется на 27Г, называется

периодом колебаний; в данном случае Т =

-j-. Частотой колебания

называется число колебаний за время 27г; в данном случае
частота равна /?; А— величина наибольшего отклонения от положения

равновесия называется амплитудой колебания; <ро называется

начальной фазой. График функции (6) изображен на рис. 276.

В электротехнических и других дисциплинах широко используют
комплексное и векторное изображения гармонических колебаний.

•

•

' Ь
р

,у у=А s\n($t+y0)

0 ГУ
7^—«* /

Рис.

~s^~T~
276.

- \1
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Рассмотрим в комплексной плоскости хОу радиус-вектор А =

= A (t) постоянной длины | А | = А = const.

Конец вектора А при изменении параметра t (в данном случае

t— время) описывает окружность радиуса А с центром в начале

координат (рис. 277). Пусть угол tp, образованный вектором А и

осью Ох, выражается так: ф = (3t + ф0. Величина /? называется

угловой скоростью вращения вектора А. Проекции вектора А на

оси Оу и Ох будут

у = A sin(/ft + y>o), x = Acos(0t + <po). (7)

Выражения (7) есть решения уравнения (4).
Рассмотрим комплексную величину

z = х + гу
= A cos (fit + <р0) + iA sin (fit + <p0)

или

z = A [cos (0t + (po) + i sin (fit + <p0)]. (8)
Рис. 277.

Комплексная величина z, как это было

указано в § 1 гл. VII, изображается вектором А.

Таким образом, решения уравнения гармонических колебаний

(4) можно рассматривать как проекции вектора А на оси Оу и

Ох у вращающегося с угловой скоростью (3 при начальной фазе <ро.
Пользуясь формулой Эйлера (см. (4) §5 гл. VII), выражение (8)

можно переписать так:

z = AeiW+'pol (9)

Мнимая и действительная части выражения (9) являются

решениями уравнения (4). Выражение (9) называется комплексным

решением уравнения (4). Перепишем выражение (9) так:

z = Aei(*0eif3t. (10)

Выражение Аег(ро называют комплексной амплитудой.
Обозначим ее через А*. Тогда комплексное решение (10) перепишется
так:

z = A*ei(3t. (11)
п2

4) Пусть р ф 0 и
y < q.

В этом случае корни характеристического уравнения-
лексные числа:

h = а + г/?,

-комп-

где

а = -§<(>, Р

&2 = ОС
— if},

Общий интеграл имеет вид

у = eQt (Сг cos 0t + C2 sin fit) (12)
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ИЛИ

y
= Aeat sin((3t + <p0). (13)

Здесь в качестве амплитуды приходится рассматривать

величину Aeat, зависящую от времени. Так как а < О, то она стремится

y=Aeats\n($t+q>0)

Рис. 278.

к нулю при t —> оо, т.е. здесь мы имеем дело с

затухающими колебаниями. График затухающих колебаний изображен на

рис. 278.

§ 28. Вынужденные колебания

Уравнение вынужденных колебаний имеет вид

у" + ру' + ЯУ = f (х) (р ^ 0, q > О, см. § 26). (1)

Рассмотрим практичекси важный случай, когда возмущающая
внешняя сила является периодической и изменяется по закону

/(t) = a smut;

тогда уравнение (1) примет вид

у" + ру' + яу = а sin ^- (i;)
2

1) Предположим сначала, что р ф О и ^- < q, т.е. корни

характеристического уравнения
— комплексные числа а ± if}. В этом

случае (см. формулы (12) и (13) §27) общее решение однородного

уравнения имеет вид

y
= Aeat sin(/?t + v>o). (2)

Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме

у* = М cosut + N sinujt. (3)

Подставляя это выражение у* в исходное дифференциальное
уравнение, находим значения М и N:
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Прежде чем подставить найденные значения М и N в равенство

(3), введем новые постоянные А* и <£*, положив

М = A* simp*, N = A* coscp*,

Тогда частное решение неоднородного уравнения можно записать

в форме

у* = A* sin (p* cos tjt + A* cos <p* sin u>t = A* sin (wt + <p*),
или окончательно

у/ (q -ш2)2 +р2ш2

Общий интеграл уравнения (1) равен у = у + у*, т.е.

у
= Aeat sin(/Й + Ы + „ 2V 2=f sinМ + ¥>*)•

Первый член суммы, стоящей в правой части (решение
однородного уравнения), представляет затухающие колебания; при
увеличении t он убывает, и, следовательно, через некоторый промежуток
времени главное значение будет иметь второй член, определяющий
вынужденные колебания. Частота ш этих колебаний равна
частоте внешней силы /(£); амплитуда вынужденных колебаний тем

больше, чем меньше р и чем ближе uJ1 к q.

Исследуем подробнее зависимость амплитуды вынужденных

колебаний от частоты uj при различных значениях р. Для этого

обозначим амплитуду вынужденных колебаний через D(uj):

Положим q = (3\ (0i при р = 0 равнялась бы частоте собственных

колебаний). Тогда

Р(ш) = -==

а

,

Введем обозначения

"/& = Л> vlPi = 7,

где А—отношение частоты возмущающей силы к частоте

свободных колебаний системы, а постоянная 7 не зависит от

возмущающей силы. Тогда величина амплитуды будет выражаться формулой

Д(А)= , \ (4)

Найдем максимум этой функции. Он, очевидно, будет при том

значении А, при котором квадрат знаменателя имеет минимум. Но

минимум функции
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^/(1-А2)2+72А2
достигается при

(5)

и равен

if1*-

0,25 0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 1,75 2,0 2,25

Рис. 279.

Следовательно, максимальная

величина амплитуды равна

^max =

>hf^'
Графики функции D(X) при различных значениях 7 показаны на

рис. 279 (для определенности при построении графиков положено

а = 1, /?! = 1). Эти кривые называются кривыми резонанса.

Из формулы (5) следует, что при малых 7 максимальное

значение амплитуды достигается при значениях А, близких к единице,
т.е. когда частота внешней силы близка к частоте свободных
колебаний. Если 7 = 0 (следовательно, р = 0), т.е. если отсутствует
сопротивление движению, амплитуда вынужденных колебаний

неограниченно возрастает при А —> 1, т.е. при ш —> {3l = yfq:
lim D(X) = oo.

(7=0)

При J1 — q имеет место явление резонанса.

2) Предположим теперь, что р = О, т. е. рассмотрим уравнение

упругих колебаний без сопротивления при наличии периодической
внешней силы

У" + qy = a smut. (6)
Общее решение однородного уравнения

у = Сх cos/3t + С2 sinpt (p2 = q).

Если /3 Ф о;, т.е. если частота внешней силы не равна
частоте собственных колебаний, то частное решение неоднородного
уравнения имеет вид

у* = М cosut + N sinut.

Подставляя это выражение в исходное уравнение, найдем

М = О, N = —2-=..
q
— u)z
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Общее решение есть

у
= A sin (/Й + <ро) +

q — и)"
sinujt.

Таким образом, движение получается в результате наложения

собственного колебания с частотой /? и вынужденного колебания с

частотой ш.

Если и = /?, т.е. частота собственных колебаний совпадает
с частотой внешней силы, то функция (3) не является решением

уравнения (6). В этом случае, в соответствии с результатами §24,
частное решение надо искать в форме

у* =t(M cos/3t + N sin0t). (7) \y*=~fjfet cos £t

Подставляя это выражение в уравнение,
найдем М и N:

Следовательно,

у* = -±t cos(3t.

Общее решение будет иметь вид

у
= A sin (/Й + tp0) - 5Д

* cos&*•
Рис 280

Второй член, стоящий в правой части, показывает, что в этом

случае амплитуда колебания неограниченно возрастает при

неограниченном возрастании времени t. Это явление, имеющее место

при совпадении частоты собственных колебаний системы с

частотой внешней силы, называется резонансом.

График функции у* изображен на рис. 280.

§ 29. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений

При решении многих задач требуется найти функции у\ = у\ (#),
2/2 = 2/2 (#), • • •

, Уп = Уп (#), которые удовлетворяют системе

дифференциальных уравнений, содержащих аргумент #, искомые

функции ух, 2/2, •••, Уп и их производные.

Рассмотрим систему уравнений первого порядка:

ТьГ =Л(я, 2/ь 2/2, , Уп),

4z =/2 (ж, 2/i, 2/2, -.., Уп),dx

^ = fn(x, 2/1, 2/2, ..., Уп),

где 2/ь 2/2, •••, Уп—искомые функции, х— аргумент.

а)
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Такая система, когда в левой части уравнений стоят

производные первого порядка, а правые части не содержат производных,

называется нормальной.
Проинтегрировать систему

— значит определить функции yi, У2,
• •

•, Уп, удовлетворяющие системе линейных уравнений (1) и

данным начальным условиям

У1|х=Х0=Ую, У2|х=хо=0ю, .. , Уп\х=Хо=Уп^ (2)

Интегрирование системы вида (1) можно произвести следующим

образом.
Дифференцируем по х первое из уравнений (1):

d2y\
_ df± dj± dyi

dx2 дх ду\ dx
..+

dfi dyn

dyn dx

Заменяя производные -j^-, -p, ..., -p- их выражениями /ь /2,

..., fn из уравнений (1), будем иметь уравнение

^ =F2(x, уь ...
, Уп).

Дифференцируя полученное уравнение и поступая аналогично

предыдущему, найдем

^ =F3(x, уьу2, •••
, Уп).

Продолжая далее, таким же образом получим, наконец, уравнение

^ =Fn(x,yl, ...
, уп).

Итак, мы получаем следующую систему:

J: = /i(z, Уь •••
, Уп), 1

^ =F2(x, уь ...
, уп),dx2

^г = Fn(z, уь ...
, уп).

Из первых п — 1 уравнений определим у2, уз, ••

' dx

что эти операции выполнимы):

dv\ d v\

через х, yi и производные -^-, -р^.

(3)

., уп, выразив их

^fr (предполагается,

У2 =^2(ж, уь у!,---

уз = ^з(^, Уь yi,---

(п-1)ч \

У1 М

(п-1)ч
У1 ')> I

Уп = <Рп(я, Уь yi,-- yl-1})J

(4)



§ 29] СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 99

Подставляя эти выражения в последнее из уравнений (3),
получим уравнение n-го порядка для определения у\

^ = Ф(х,у1,у'1,...,у[п-1)). (5)

Решая это уравнение, определим у\:

Vi=ipi(x, CX,C2, ...,СП). (6)

Дифференцируя последнее выражение п — 1 раз, найдем

производные ^-, ^-, ..., djxn-\ как функции от х, d, С2, ...
, Сп.

Подставляя эти функции в уравнение (4), определяем у2, Уз» •••

..., уп:

2/2 = ^2 (ж, Сь С2, ...
, Сп), |

(7)
Уп =/фп(х, Ci, С2, ...

, Сп).^
Для того чтобы полученное решение удовлетворяло заданным
начальным условиям (2), остается лишь найти из уравнений (6)
и (7) соответствующие значения постоянных Ci, С2, ...

, Сп
(подобно тому, как мы это делали в случае одного дифференциального
уравнения).

Замечание 1. Если система (1) линейна относительно искомых

функций, то и уравнение (5) будет линейным.

Пример 1. Проинтегрировать систему

t=y+z+x> й = -4у-3г+2х ^

при начальных условиях

»Uo = l. г1х=0=°- (б)

Решение. 1) Дифференцируя по х первое уравнение, будем иметь

d2y
_ dy_ dz_ , ,

dx2
~

<** dx^

Подставляя сюда выражения -Я и -т— из уравнений (а), получим

0 = (у + z + х) + (-4у - 32 + 2х) + 1

или

j^ = -Зу - 22 + Зх + 1. (в)

2) Из первого уравнения системы (а) находим

z = dt~y-x (г)

и подставляем в только что полученное уравнение; получаем

ё = -*у-*(£-у-*)+>*+>



100 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ [ГЛ. XIII

Общее решение последнего уравнения есть

y = (Ci+C2a;)e-x+5a;-9 (e)

и на основании (г)

z = (С2 - 2Ci - 2С2а;) е~х - вх + 14. (ж)

Подберем постоянные Ci и С2 так, чтобы удовлетворялись начальные

условия (б): у|х=0 = 1, z\x=0 = 0- Тогда из равенств (е) и (ж) получаем

1 = Сг - 9, 0 = С2 - 2Сг + 14,

откуда Ci = 10, С2 = б. Таким образом, решение, удовлетворяющее заданным

начальным условиям (б), имеет вид

у = (10 + 6а;) е~х + 5а; - 9, z - (-14 - 12а;) е"х - ба; + 14.

Замечание 2. В приведенных рассуждениях мы предполагали,

что из первых п — 1 уравнений системы (3) можно определить

функции у2, Уз, •••> Уп- Может случиться, что переменные 2/2> •••

..., уп исключаются не из п, а из меньшего числа уравнений.
Тогда для определения у мы получим уравнение, порядок которого

ниже п.

Пример 2. Проинтегрировать систему

>=„ + ,, $=, + ,, $ = . + ,.

Решение. Дифференцируя по £ первое уравнение, находим

§ = $ + *=(• + *> + (• + »>. § = 2- + » + «.

Исключая переменные у и z из уравнений

§ = »+*• w
= 2x+y+'-

будем иметь уравнение второго порядка относительно х

£§ - & - 2х = 0.
<ft2 d*

Интегрируя это уравнение, получим его общее решение

х = С1е-ь + С2е2ь. (а)

Отсюда находим

^ = -Cie-' + 2C2e2t и у
= % - г = -de"4 + 2C2e2t - z. (/3)

Подставляя в третье из заданных уравнений найденные выражения для а; и у,

получим уравнение для определения z:

ft+z = 3C2e2t.
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Интегрируя это уравнение, найдем

г = С3е-ь + С2е2ь. (т)

Но тогда на основании уравнений (/3) получаем

y=-(C1 + C3)e-t + C2e2t. (6)

Уравнения (а), (/3) и (7) дают общее решение заданной системы.

В дифференциальные уравнения системы могут входить

производные высших порядков. В этом случае получается система

дифференциальных уравнений высших порядков.

Так, например, задача о движении материальной точки под действием силы F

сводится к системе трех дифференциальных уравнений второго порядка. Пусть

Fx, Fy, Fz—проекции силы F на оси координат. Положение точки в любой

момент времени t определяется ее координатами ж, у, z. Следовательно, х, у, z

являютя функциями от t. Проекции вектора скорости точки на оси координат

-. dx dy dz
6^T ж« Tv ж-

Предположим, что сила F, а следовательно, и ее проекции Fx, Fy, Fz зависят

от времени £, положения ж, у, z точки и от скорости движения точки, т. е. от

dx dy dz
"3F' It' It'

Искомыми функциями в этой задаче являются три функции

x = x(t), y = y(t), z = z(t).

Эти функции определяются из уравнений динамики (закон Ньютона)

т
d2x

_

- Л
„. 9I 9

dx dy dz\

m
d2V

_ jp Л „ 9I „
dx dy dz\ /яч

m
d2Z

_

- Л
„ 9i 9

dx dy dz\

Получили систему трех дифференциальных уравнений второго порядка. В

случае плоского движения, т. е. движения, когда траекторией является плоская

кривая (лежащая, например, в плоскости Оху), получаем систему двух уравнений

для определения функций x(t) и y(t):

"•& = *(*.*.**.£). «

Решать систему дифференциальных уравнений высших порядков можно путем

сведения ее к системе уравнений первого порядка. На примере уравнений (9) и

(10) покажем, как это делается. Введем обозначения

dx dy

rfF
= u- Tt=v-

Тогда
d2x

__
du <Py_ __

dv

dt2 dt
'

dt2 dt
'
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Система двух уравнений второго порядка (9), (10) с двумя искомыми функциями
х (t) и у (t) заменяется системой четырех уравнений первого порядка с четырьмя

искомыми функциями х, у, tt, v:

dx dy

m-j± = Fx (t, x, y, u, v), m -^ = Fy (t, x, y, u, v).

Заметим в заключение, что рассмотренный нами общий прием решения системы

может быть в некоторых конкретных случаях заменен тем или иным

искусственным приемом, быстрее приводящим к цели.

Пример 3. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений

d2y d2z
=

dx2
*'

dx2
У'

Решение. Дифференцируем по х два раза обе части первого уравнения:

dS
=

<Pz
dx4 dx2

Но -т-\ = У, поэтому получаем уравнение четвертого порядка -н£ = у. Интегр
лх ах

руя это уравнение, получим его общее решение (см. § 22, пример 4)

у = С\ех + С2е~х + С3 cos a; + C4 sin ж.

Находя отсюда -г\ и подставляя в первое уравнение, найдем z:

z = С\ех + С2е~х — С*з cos a; — C\ sin а;.

§ 30. Системы линейных дифференциальных уравнений
с постоянными коэффициентами

Пусть мы имеем систему дифференциальных уравнений
dx\ , , ,

-jf
= ail^l + ai2#2 + • • • + alnXn ,

dxo , ,

—£■
= a2\X\ + a22^2 + • • • + a2nxn ,

-^ = anix\ + an2x2 + ... + annxn

(i)

где коэффициенты a^ суть постоянные. Здесь t— аргумент, х\ (£),
x2(t)1 ..., xn(t) — искомые функции. Система (1) называется

системой линейных однородных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами.
Как уже указывалось в предыдущем параграфе, эту систему

можно решить путем сведения к одному уравнению n-го порядка,

которое в данном случае будет линейным (это было указано в

замечании 1 предыдущего параграфа). Но можно решать систему

(1) и другим методом, не сводя к уравнению n-го порядка. Этот
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метод дает возможность более наглядно анализировать характер
решений.

Будем искать частное решение системы в следующем виде:

»kt (2)
kt

xi = ot\eKX, x2 = a2ekt, %n — Otn€

Требуется определить постоянные ai, a2, ..., ctn и к так, чтобы

функции c*ie , a2ekt, ..., anekt удовлетворяли системе

уравнений (1). Подставляя их в систему (1), получим

kaiekt = (anai + a\2ot2 + ... + ainan) ekt, }
ka2ekt = (a2iai + a22a2 + ... + a2nan) ekt,

kanekt = (aniai + an2a2 + ... + annan) ekt

Сократим на ekt. Перенося все члены в одну сторону и собирая
коэффициенты при ai, a2, ..., an, получим систему уравнений

(an-fe)ai+ ai2a2 + ...+ ainan = 0, Л

a2\ai+ (a22 - к) а2 + ... + а2пап = 0, I
/ (у)

ttni«i+ сьп2а2 + ... + (ann - к) ап = 0. J
Выберем ai, a2, ..., ап и к такими, чтобы удовлетворялась
система (3). Эта система есть система линейных однородных

алгебраических уравнений относительно ai, а2, ..., ап. Составим

определитель системы (3):

\ац—к а\2 ... ain

cl2\ a22
— к ... a2n

А(к) =

-к

(4)

Если к таково, что определитель А отличен от нуля, то система

(3) имеет только нулевые решения ос\ = а2 = ... = ап = 0, а

следовательно, формулы (2) дают только тривиальные решения:

xi (*) = x2(t) = ...=xn (t) = 0.

Таким образом, нетривиальные решения (2) мы получим только

при таких fc, при которых определитель (4) обращается в нуль.
Мы приходим к уравнению n-го порядка для определения к:

\ац
— к а\2 ... ain

^2i a22- к ... а2п
= 0. (5)

0>п\ 0"п2 • • • Q"nn
~ к |

Это уравнение называется характеристическим уравнением

для системы (1), его корни называются корнями

характеристического уравнения.
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Рассмотрим несколько случаев.
I. Корни характеристического уравнения действительные и

различные. Обозначим через fci, &2, ..., кп корни характеристического
уравнения. Для каждого корня к{ напишем систему (3) и

определим коэффициенты а^ , а% , ..., ah,. Можно показать, что

один из них произвольный, его можно считать равным единице.

Таким образом, получаем:
для корня к\ решение системы (1)

(1) «„(Ibfcii Jl) _„(l)„fcit= а] 'е х*) — (Хеу е

для корня &2 решение системы (1)

х^=а^ек^, Хп — с*о е
"

.

xl1)=al1)e^;

xP=aPek*:

для корня кп решение системы (1)

<п)
= й<п)е*-* = а, *<»> = ain)efc"f.

Путем непосредственной подстановки в уравнения можно

убедиться, что система функций

X! = CictfV** + Саа12)е*»« + ... + Спа^ек"\ )
х2 = da^e^ + С2а(22)ек*ь + ... + Спа2п)ек"\

хп = CiaWek** + Саа<?>е*»« + ... + Спа^ек»\ J

(6)

где Ci, C2, ..., Сп — произвольные постоянные, тоже является

решением системы дифференциальных уравнений (1). Это есть

общее решение системы (1). Легко показать, что можно найти

такие значения постоянных, при которых решение будет
удовлетворять заданным начальным условиям.

Пример 1. На ги общее решение системы уравнений

^ = 2*i + 2а;2 , ^ = хх + 3a;2 .

Решение. Составляем характеристическое уравнение

= 0
2-к 2

1 3-к

или к2 — 5/г + 4 = 0. Находим его корни к\ = 1, &2 = 4. Решение системы ищем в

виде

xi1)=ai1>e',

Я.(2) _ а(2)с«х1 — «1 е »

*<« = a^e'

42) = a«2>e«.

Составляем систему (3) для корня к\ = 1 и определяем а^ и а2 :

(2-1) а™ + 2а21} = 0, 1а<1} + (3 - 1) а21} = 0
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а™ + 2а™=0, а<1>+241>=0,

откуда с*2
= —

2ai • Полагая а^ = 1, пролучаем а^ = —

^
• Таким образом,

мы получили решение системы

„en _ jt „a)
2 -е*/2.

Составляем далее систему (3) для корня к2 = 4 и определяем а\' и а2 :

-2а<2>+2а<2>=0, а<2>-а<2>=0,
(2) (2) (2) - (2) -, тт

откуда Qj
= Qj и Oj = 1, а2 = 1. Получаем второе решение системы

х[2) = е«, х™ = е«.

Общее решение системы будет (см. (б))

XI = Сгеь + C2e4t, х2 = -\схеь + C2e4t.

П. Корни характеристического уравнения различные, но среди
них есть комплексные. Пусть среди корней характеристического

уравнения имеется два комплексных сопряженных корня:

к\ = а + г/3, &2 = ос
— г/3.

Этим корням будут соответствовать решения

x(i) = a(i)e(Q+Wt 0 = 1)2,...,n), (7)

*W=a5»>e<«-W« (j = l,2,...,n). (8)

Коэффициенты a^ '
и a^' определяются из системы уравнений (3).

Так же как и в §21, можно показать, что действительные и

мнимые части комплексного решения тоже являются решениями.
Таким образом, мы получаем два частных решения:

х^ = eat (А^ cos/Згг + А<2) sin/За;),]
> (9)

xf = eat (aJ1} sinf3x + aJ2) cos/Згг), J
где A^ ', A^- , Xj ,

A —действительные числа, определяемые че-

(1) (2)
рез atj

f
и oCj .

Соответствующие комбинации функций (9) войдут в общее
решение системы.

Пример 2. Найти общее решение системы

lit= ~7xi+Х2' ч? = ~2xi ~5Х2-

Решение. Составляем характеристическое уравнение

= 0
-7 -к 1

-2 -5 - к
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или к2 + 12к + 37 = 0 и находим его корни

к\ = —б + г, &2 = —б — г.

Подставляя к\ = —б + г в систему (3), находим

а?> = 1, 41> = 1+г.

Пишем решение (7):

a^W-6^)', «^О + Ое*""*4**. (Г)

Подставляя &2 = —6 — г в систему "(3), находим

а<2> = 1, а<2> = 1-г.

Получим вторую систему решений (8):

42)=(1-0е(-6"0'. (8')

41} = (1 + г) e_et (cos t + i sin t)

1w=
Перепишем решение (7'):

x(1)-

или

= e_6t (cos

xx —

:е(-б-0^

t + isint),

e_6tcost + ге
-6t

sint,

c21} = e"6t (cos t - sin t) + ie~6t (cos t + sin t).

Перепишем решение (8'):

a^2) = e_6t cos t - te_6t sin t,

x22) = e_6t (cos * - sin t) - ie~6t (cos t + sin t).

3a системы частных решений можно взять отдельно действительные части и

отдельно мнимые части

х[г) = e~6t cost, ж21} = e~6t (cost " sin 0» \ ,v

ж<2) = e_6t sin t, 42) = e_6t (cos г + sin ')■ 1
Общим решением системы будет

xi = Cie~6t cost + C2e"6t sint,

a;2 = Cie"6t (cos t - sin t) + C2e~6t (cos t + sin t).

Аналогичным методом можно находить решение системы

линейных дифференциальных уравнений высших порядков с

постоянными коэффициентами.
В механике и теории электрических цепей исследуется,

например, решение системы дифференциальных уравнений второго

порядка

^f = апх + ai2y, ^| = a2i* + а22У- (Ю)

Снова ищем решение в форме

х = аек\ y = /3ekt.
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Подставляя эти выражения в систему (10) и сокращая на ekt,
получаем систему уравнений для определения а, /? и к:

(ап -к2) а Л- a,i2(3 = 0, а2\а + (а22 - к2) /3 = 0. (11)

Отличные от нуля а и /3 определяются только в том случае, когда

определитель системы будет равен нулю:

| о>\\ — к2 а\2

&2\ ^22
— к2

Это есть характеристическое уравнение для системы (10); оно

является уравнением 4-го порядка относительно к. Пусть fci, k2l
кз и &4—его корни (предполагаем, что корни различны). Для
каждого корня ki из системы (11) находим значения а и /3. Общее
решение, аналогично (6), будет иметь вид

х = da^e**' + С2а™ек*г + С3а(3)е*3* + С4а^ек*\

у = d/J^e*' + C2/J<2>efcat + C3/3(3W + С4/?(4)ем.
Если среди корней будут комплексные, то каждой паре

комплексных корней в общем решении будут соответствовать

выражения вида (9).
Пример 3. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений

Решение. Пишем характеристическое уравнение (12) и находим его корни:

1-к2
-1

к\ = г, &2 = —г,

Решение будем искать в форме

х^ = ос^еи,
ХЮ = аЮе-и,

x(3)=Q{3)e^3tt

*(«) = eWe-^'

Из системы (11) находим а^) и (5^'\

«<*> = 1,

а(2> = 1,

а<3> = 1,

а<«> = 1,

Выпишем комплексные решен ия:

-4

1-fc2
= 0,

к3 = л/з", кА = ->/Т.

у(1)=^(1)е«э

y(2)=/j(2)e-«>

у(3) =^(3)еч/Т*}
yWrz/jWe"^5"'.

£(1) = 1/2,

/3(2) = 1/2,

/Э<3> = -1/2,

/Э<4> = -1/2.

ат1' = егЬ =cost + isint,

ат2' = е~гЬ = cos t — i sin t,

yW = 0,5 (cost + i sint),

y(2) = 0,5 (cos t - i sin t).
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Решением будут действительные и мнимые части:

ж(1) = cos t, y(1) = 0,5 cos t,

х& - sin t, y(2) = 0,5 sin t.

Теперь можем написать общее решение

x = d cost + C2 smt + Cze^1 +САе-^\

у = \ Сг cost + I C2 sint - i Сзе^*4 - i С4е-^\
Замечание. Мы не рассматривали в этом параграфе случай кратных корней

характеристического уравнения. Этот вопрос подробно изложен, например, в

книге И. Г. Петровского «Лекции по теории обыкновенных дифференциальных
уравнений».— М.: Наука, 1970.

§ 31. Понятие о теории устойчивости Ляпунова.
Поведение траектории дифференциального уравнения

в окрестности особой точки

Так как решения большинства дифференциальных уравнений
и систем уравнений не выражаются через элементарные функции
или квадратуры, то в этих случаях при решении конкретных

дифференциальных уравнений применяются приближенные методы

интегрирования. Понятие об этих методах было дано в §3; кроме

того, некоторые из этих методов будут рассмотрены в §§32-34, а

также в главе XVI.

Недостаток этих методов заключается в том, что они дают

только одно частное решение; чтобы получить другие частные

решения, нужно все вычисления проводить снова. Зная одно частное

решение, нельзя сделать заключение о характере других решений.
Во многих задачах механики и техники бывает важно знать не

конкретные значения решения при данном конкретном значении

аргумента, а характер поведения решения при изменении аргумента,

и, в частности, при неограниченном возрастании аргумента.

Например, бывает важно знать, являютя ли решения, удовлетворяющие
данным начальным условиям, периодическими, приближаются ли

они асимптотически к какой-либо известной функции, и. т. д.

Этими вопросами занимается качественная теория дифференциальных
уравнений.

Одним из основных вопросов качественной теории является

вопрос об устойчивости решения или об устойчивости движения; этот

вопрос был подробно исследован знаменитым русским математиком

А.М.Ляпуновым (1857—1918).
Пусть дана система дифференциальных уравнений

f=/l(t,*,y), %=f2(t,X,y). (1)

Пусть х — x{t) и у = y(t) — решения этой системы,
удовлетворяющие начальным условиям

x\t=0=x0, y|t=0=tfo- (1')
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Пусть далее, х = x(t) и у = y(t) — решения уравнения (1),
удовлетворяющие начальным условиям

*|t=o =*<>, »|t=0=»o- (П

Определение. Решения x = x(t) и y = y(t), удовлетворяющие

уравнениям (1) и начальным условиям (1'), называются

устойчивыми по Ляпунову при t —> оо, если для каждого сколь угодно
малого е > О можно указать 6 > О такое, что при всех значениях

t > О будут выполняться неравенства

\x(t)-x(t)\<e, \V(t)-y(t)\<e, (2)

если начальные данные удовлетворяют неравенствам

| х0 - х0 | < <5, | у0 - уо | < 6. (3)

Выясним смысл этого определения. Из неравенств (2) и (3)
следует, что при малых изменениях начальных условий мало

отличаются соответствующие решения при всех положительных

значениях t. Если система дифференциальных уравнений является

системой, описывающей некоторое движение, то в случае
устойчивости решений характер движений мало изменяется при малом

изменении начальных данных.

Разберем это на примере одного уравнения первого порядка.

Пусть дано дифференциальное уравнение

dy

dt
-У + 1. (а)

У\

ъ\

Уо=П

0

~\У=(Уо-1)е1+1 1

т у=1

rt

Общим решением этого уравнения является

функция

у = Се~1 + 1. (б)

Найдем частное решение, удовлетворяющее началь-

ному условию
рис 281

И 4=0
= 1- (В)

Очевидно, что это решение у = 1 получится при С = 0 (рис. 281). Найдем, далее,

частное решение, удовлетворяющее начальному условию

У\ь=о = Уо-

Найдем значение С из уравнения (б):

Уо = С + 1,

откуда

С = г/0
- 1.

Подставляя это значение С в равенство (б), получаем

у = (у0-1)е-ь + 1.

Очевидно, решение у = 1 является устойчивым. Действительно,

У-У=[(Уо~ l)e_t + 1] - 1 = (Уо " !)е~' -■ О

при t —► оо.
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Следовательно, при произвольном е будет выполняться неравенство (3), если

будет выполняться неравенство

(у0-1) = 6< е.

Если уравнения (1) описывают движение, где аргумент t есть

время, и при этом уравнения не содержат явно времени t, т.е.

имеют вид

§ = *(*,»), J =/*(*,»),
то эта система называется автономной.

Рассмотрим, далее, систему линейных дифференциальных
уравнений

% = сх + ду, ^ = ах + Ьу. (4)

Будем предполагать, что коэффициенты а, 6, с, д постоянные, при
этом очевидно, что х = О, у = О есть решение системы (4), в чем

убеждаемся непосредственной подстановкой. Исследуем вопрос о

том, каким условиям должны удовлетворять коэффициенты
системы, чтобы решение х = О, у = 0 было устойчиво. Это исследование

проводится так.

Дифференцируем первое уравнение и исключаем у и -^ на

основании уравнений системы:

%=с%+9%=с%+9{ах + Ь,,) = с%+дах + ь(%-сх)
ИЛИ

*р-(Ь + с)%-(ад-Ьс)х = 0. (5)

Характеристическое уравнение дифференциального уравнения (5)
имеет вид

А2 - (6 + с) А - (ад - be) = 0. (6)
Это уравнение принято записывать в виде определителя

| с — А д
а Ъ — А I

= 0 (7)

(см. уравнение (4) §30).
Обозначим корни характеристического уравнения (7) через Ai

и А2- Как мы увидим ниже, устойчивость или неустойчивость
системы (4) определяется характером корней Ai и А2.

Рассмотрим все возможные случаи.

I. Корпи характеристического уравнения действительные,
отрицательные и различные: \\ < 0, А2 < 0, Ai Ф \2- Из уравнения
(5) находим

x = C1eXlt + C2ex't.
Зная х, из первого уравнения (4) находим у. Таким образом,
решение системы (4) имеет вид

rc = CieAlt+C2eA2t,

У = [Ci (Ai - с) eAlt + С2 (А2 - с) eA2t] ±
.

(8)
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Замечание. Если д = О и а ф О, то уравнение (5) мы составим

для функции у. Найдя у, из второго уравнения системы (4)
находим х. Структура решений (8) сохранится. Если же д = О,
а = О, то решение системы уравнений принимает вид:

x = dect, y = C2eht. (8')
Анализ характера решений в этом случае производится проще.

Подберем С\ и Съ так, чтобы решения (8) удовлетворяли
начальным условиям

*|t=0=*o, y|t=o=M>.
Решение, удовлетворяющее начальным условиям, будет
_

схр + дуо
- sqA2 Ait , gpAi -

схр
-

gyp \2t

Ai-A2
e "*"

A1-A2
'

_

1 \схр + дуо-хо\2 /x _r\p\it , xpAi -сжр-^уо ,, * ; -]•} <9>

Из последних равенств следует, что при любом е > О можно

выбрать | гго | и | уо | столь малыми, что для всех t > О будет
\x(t)\<e, \y(t)\<£, так как eXlt < 1; е*2' < 1.

Отметим, что в данном случае

lim x(t)=0, lim y(t) = 0. (10)
£—►+00 t—»+oo

Рассмотрим плоскость хОу. Для системы дифференциальных
уравнений (4) и дифференциального уравнения (5) эта плоскость

называется фазовой плоскостью. Решения (8) и (9) системы (4)
будем рассматривать как параметрические уравнения некоторой

кривой на фазовой плоскости хОу:

x = <p(t,cu c2), у = Ф(г,си с2), (и)
x = <p(t, хо, уо), y = ip{t,xo,yo). (12)

Эти кривые являются интегральными кривыми или

траекториями дифференциального уравнения

dy
_

ах + Ьу ,-«ч

dx сх + ду
' ^ '

которое получается из системы (4) путем деления друг на друга

правых и левых частей.

Начало координат О (0; 0) является особой точкой для

дифференциального уравнения (13), так как эта точка не принадлежит
к области существования и единственности решения.

Характер решений (9) и вообще решений системы (4) наглядно

иллюстрируется расположением интегральных кривых

F(x, у, С)=0,

образующих общий интеграл дифференциального уравнения (13).
Постоянная С определяется из начального условия у\ _

= уо •
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После подстановки значения С получаем уравнение семейства в

форме
F(x, у, х0, уо) = 0. (14)

В случае решений (9) особая точка называется устойчивым
узлом. Говорят, что точка, двигаясь по траектории, неограниченно

приближается к особой точке при t —> +оо.

Очевидно, что соотношение (14) может быть получено путем
исключения параметра t из системы (12). Не производя в

дальнейшем полного анализа характера расположения интегральных

кривых вблизи особой точки на фазовой плоскости при всех

возможных случаях корней характеристического уравнения,
ограничимся иллюстрацией этого на простейших примерах, не требующих
произведения громоздких вычислений. Отметим, что характер
поведения траекторий уравнения (13) вблизи начала координат при

произвольных коэффициентах качественно такой же, какой будет
рассмотрен в примерах.

Пример 1. Исследовать устойчивость решения х = 0, у = 0 системы

уравнений
dx

__ m

dt $-*■
Решение. Характеристическое уравнение будет

|-1-Л 0

0 -2-

Корни характеристического уравнения

Ai = -1,

Решения (8') в данном случае будут

х = С\е~ь, у = Сге"

Решения (9) будут

= 0.

Л2 = -2.

: хое У = Уое 2Ь. (а)

Очевидно, что х (t) —► 0 и у (t) —► 0 при t —* +оо. Решение х = 0, у = 0 устойчиво.

Обратимся теперь к фазовой плоскости. Исключая параметр t из уравнений (а),
получаем уравнение вида (14)

(^Y = ±. (б)\хо/ уо v >

Это семейство парабол (рис. 282).
Уравнение вида (13) для данного примера будет

dy_ __
2у

dx х

Интегрируя, получаем

In | у | = 2 In | х | + In | С |

Определим С из условия

у
= Сх2. (в)

Рис. 282.

С =
УО

х2
Х0

Подставляя найденное значение С в (в), получаем решение (б). Особая точка

О (0; 0) есть устойчивый узел.
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П. Корни характеристического уравнения действительные,
положительные и различные: Ai > О, A2 > О, Ai Ф М- В этом

случае решения выражаются также формулами (8) и

соответственно (9). Но в данном случае при как угодно малых |#о| и |уо|
будет \x{t)\ —> 00, \y(t)\ —> 00 при t —> +00, так как eAlt —> 00

и еЛ2< —> оо при t —> +00. На фазовой плоскости особая точка—

неустойчивый узел: при £ —> +оо точка на траектории удаляется
от точки покоя х = О, у = 0.

Пример 2. Исследовать устойчивость решений системы

dx
_

dt ~*'
dy
dt

= 2у.

Решение. Характеристическое ур<

1-Л

0

его решения

Ai = l,

Решение будет

х -= #ое',

0

2-Л
= 0;

Л2 = 2.

У~-= Уое2<

Рис. 283.

Решение неустойчиво, так как | х (t) \ —► оо, | у (t) \ —► оо при t —► +00. Исключая t,

получаем

\хо/ уо

(рис. 283). Особая точка О(0; 0) есть неустойчивый узел.

III. Корни характеристического уравнения действительные,

разных знаков, например: Х\ > О, А2 < 0. Из формул (9) следует,
что при как угодно малых \хо\ и \уо\, если схо+дуо— хо\^ ф О,
будет | х (t) | —> 00, | у (t) | —> 00 при t —> +00. Решение неустойчиво.
На фазовой плоскости особая точка называется седлом.

Пример 3. Исследовать устойчивость решения системы

dx

dt
-*' * = -*•

Решение. Характеристическое уравнение будет

= 0,
1-Л О
О -2-Л

следовательно, Л1

х = XQe

1, Л2 = —2. Решение будет

+'
y = yoe"2t.

Решение неустойчиво. Исключая параметр £, получаем

семейство кривых на фазовой плоскости

ух2 = у^х%.

JL
Рис. 284.

Особая точка О (0; 0) есть седло (рис. 284).



114 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ [ГЛ. XIII

IV. Корни характеристического уравнения комплексные с

отрицательной действительной частью: Х\ = а + г/?, А2 = а
— if}

(а < 0). Решение системы (4) будет

х = eat [Ci cos/ft + d sin/ft],

у = leQt [(ad + (3C2 - cd) cos (3t + (ad - Pd - cC2) sin/ft].

Если ввести обозначение

C = yJct+Cl , sin£=§-, cos6=Q-,

то уравнения (15) можно переписать в виде

x = Ceat sin (0t + 6),

у =
— [(a - с) sin (/ft + 6) + (3 cos (/ft + 6)]

(15)

C*"u- _x _,_,*. . ex .*___,*, . см > (16)J
где Ci и d — произвольные постоянные, которые определяются из

начальных условий: х = хо , у
=

уо при £ = 0, причем

#о = С sin 6, уо = — [{pL — с) sin 6 + /? cos 6],

откуда находим

П — ~ /^ _
gyo

-

ДО (а - с) /17чCi = жо , С2 = ^
. (17)

Снова заметим, что если g
= 0, то вид решения будет несколько

иной, но характер анализа не изменится.

Очевидно, что при любом е > 0 при достаточно малых | хо | и

| уо | будут выполняться соотношения

\x(t)\<e, \y(t)\<e.
Решение устойчиво. В данном случае при t —> +00

x(t)-+0 и у(£)->0,

неограниченное число раз меняя знаки. На фазовой плоскости

особая точка называется устойчивым фокусом.
Пример 4. Исследовать устойчивость решения системы уравнений

dx . dy
di

= -x+y' Tt=-*-y-

Решение. Составляем характеристическое уравнение и находим его корни:

= 0, Л2 + 2Л + 2 = 0,
|-1-Л 1

-1 —1 — Л |
Ai,2 = -1± It, a= -1, /3=1.

Находим С\ и Съ по формулам (17): С\ = хо , С2 = уо. Подставляя в (15),
получаем

х = е~ь (хо cost + уо sin £), у = e-t (уоcost — xosint). (A)
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Очевидно, что при любых значениях t

Iх I ^ I *о | + | уо |, | У К | «о | + I Уо |.

При t —► +00 имеем х (t) —► 0, у (£) —> 0. Решение устойчиво.
Выясним характер расположения кривых на фазовой плоскости в этом случае.

Преобразуем выражения (А). Пусть

хо = М cos 6, уо = М sin 6,

Тогда равенства (А) примут вид

х - Ме~ь cos (t -6), у = Me_t sin (t - 6). (В)

На фазовой плоскости перейдем к полярным координатам р и 0 и установим

зависимость р
= f (0). Уравнения (В) принимают вид

pcosO = Me~l cos(t-6), psinO = Me~l sm(t-6). (С)

Возведя в квадрат правые и левые части и складывая, получим

р2 = М2е-2'

ИЛИ

р-Ме~ь. (D)
Установим зависимость t от 0. Деля члены нижнего из равенств (С) на

соответствующие члены верхнего равенства, получим

tg$ = tg(t-6),

откуда

t = в + 6.

Подставляя в (D), получаем

,,= Ме-(в+*)

ИЛИ

р=Ме-в~6.
Обозначая Ме~6 = Mi, окончательно получаем

p=Mie~e. (E)

Это семейство логарифмических спиралей. В этом случае при t —► 00 точка

по траектории приближается к началу координат. Особая точка О(0; 0) есть

устойчивый фокус.

V. Корни характеристического уравнения комплексные с

положительной действительной частью: \\ = а + г/3, А2 = ol
— if}

(а > 0). В этом случае решение также выразится формулами (15),
где а > 0. При любых начальных условиях хо и уо (\/#о +2/о ^ 0)
и при t —> +00 величины | х (t) | и | у (t) \ могут принимать как

угодно большие значения. Решение неустойчиво. На фазовой
плоскости особая точка называется неустойчивым фокусом. Точка

по траектории неограниченно удаляется от начала координат.
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Пример 5. Исследовать устойчивость решения системы уравнений

dx i

ш
= -х+у-

Решение. Составим характеристическое
уравнение:

X-1A 1-a|=0' ^2-2А + 2 = 0,

Ai = 1 + г, Аг = 1 — г.

Решение (15) с учетом (17) в данном случае будет

х = еь (хо cos t + yo sin £),
Рис.285.

у = el(yocost-xosint).
На фазовой плоскости получим кривую в полярных координатах

р
= М\ев.

Особая точка—неустойчивый фокус (рис. 285).
VI. Корпи характеристического уравнения чисто мнимые: \\ =

= г/?, А2 = —г/3. Решения (15) в этом случае примут вид

х = С\ cos /ft + C<i sin /ft, }

у =
I [(/?С2 - cCi) cos/ft + (-/3d - cC2) sin/ft].

Постоянные Ci и C2 определяются по формулам (17):

C\ = xq , C2 =_ gyp + сжр

(18)

(19)

Очевидно, что при любом £ > 0 и при всех достаточно малых

I #о | и | Уо | будет | ж (£) | < е, 12/ (0 I < е ПРИ любом £. Решение

устойчиво. Здесь х и у
—

периодические функции от t.

Чтобы произвести анализ интегральных кривых на фазовой
плоскости, целесообразно первое из решений (18) записать в

следующем виде (см. (16)):
x = Csitk(0t + 6), Л

у =
£2 cos (/ft + 6) - ^ sin (/ft + «), J

(20)

где С, 6— произвольные постоянные. Из выражений (20) следует,
что х и у

—

периодические функции от t. Исключаем параметр t
из уравнений (20):

У -чр1 X"

с2 9

Освобождаясь от радикала, получим

(»+ИЧ?Г (>-*)• (21)
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Это семейство кривых 2-го порядка (кривые дополнительные),
зависящих от произвольной постоянной С. Каждая из них не имеет

неограниченно удаленных точек. Следовательно, это семейство

эллипсов, окружающих начало координат (при с = О оси эллипсов

параллельны осям координат). Особая точка называется центром

(рис. 286).
Пример 6. Исследовать устойчивость решения системы уравнений

dx
dt

= У,
dy
dt

—Ах.

Решение. Составим характеристическое уравнение и найдем его корни:

,2. ,..1Л, VL-А 1

-4 -А
= 0, AJ+4 = 0, А = ±2г.

Рис. 286.

Решения (20) будут

х = С sin (2* + 6), у = 2С cos (2* + 6).

Уравнение (21) будет иметь вид

V2 = 4С2 (\ - ^Л -£- + £- = 1У
\ С2)' 4С2

+
С2

На фазовой плоскости имеем систему эллипсов. Особая точка— центр.

VII. Пусть Ai = О, А2 < 0. Решение (8) в этом случае принимает
вид

s = Ci+C2eA2t, 1

2t]j ^y=I[_ClC + C2(A2-c)eA2t

О -1-А

У

Очевидно, что при любом е > 0 и при всех достаточно малых | хо \
и \уо\ будет | х (t) | < е, \y(t)\ < е при t > 0. Следовательно,
решение устойчиво.

Пример 7. Исследовать устойчивость решения

системы

4=о, $ = -„. и

Решение. Находим корни характеристического
уравнения

-А 0
= 0, AJ + A = 0, Ai=0, A2 = -1.

Рис. 287.

Здесь д = 0. Решения находим непосредственно, решая систему, не пользуясь

формулами (22)
x = d, у = С2е-ь. ((3)

Решение, удовлетворяющее начальным условиям х = xq , у — уо при t = 0, будет

х = хо, у
= уое~ь. (7)

Очевидно, что решение устойчиво. Дифференциальное уравнение на фазовой

плоскости будет -т— = 0. Общий интеграл будет х = С. Траектории
—

прямые,

параллельные оси Оу. Из уравнений (7) следует, что точки по траекториям

приближаются к прямой у = 0 (рис. 287).
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VIII. Пусть \\ = О, А2 > 0. Из формул (22) или (8') следует,
что решение неустойчиво, так как | х (t) | +1 у (t) | —> оо при t —> +оо.

IX. Пусть Х\ = Х2 < 0. Решение будет

x = (d+C2t)eXl\ Л

у =
I eAlt [Сг (А! - с) + С2 (1 + Ai« - rf)]. J

(23)

Так как eXlt —> 0 и £eAlt —> 0 при £ —> +оо, то для любого е > 0

можно подобрать Ci и Ci такие (путем выбора хо и у0), что будет
| х (t) | < £, | у (£) | < е при любом £ > 0. Следовательно, решение

устойчиво. При этом # (£) —> 0 и у(£) —> 0 при £ —> +оо.

Пример 8. Исследовать устойчивость решения системы

Решение. Находим корни характеристического
уравнения:

-1-А

0

0

-1-А

= 0, (А + 1)2=0, Ai=A2 = -l.

Здесь д = 0. Решение системы будет иметь форму (8'):

Рис.288.
* = С,е-, у = С3е~\

причем х (£) —► 0, у (£) —► 0 при £ —► +оо. Решение устойчиво. Семейство кривых

на фазовой плоскости будет

У Со 1 »
— =

-р^г
= к, т.е. у = кх.

Это семейство прямых, проходящих через начало координат. Точки по

траекториям приближаются к началу координат. Особая точка О(0; 0) есть узел (рис. 288).

Заметим, что в случае Х\ = Х2 > 0 форма решения (22)
сохраняется, но при t —> +оо

|ж(*)|->оо и |у(0|-*оо.

Решение неустойчиво.
X. Пусть Ai = A2 = 0. Тогда

х = d + C2t, y=- [-cCi + C2 -cC2t]. (24)

Откуда видно, что х —> оо и у —> оо при t —> +00. Решение

неустойчиво.
Пример 9. Исследовать устойчивость решения системы уравнений

dx

Tt=y' * = »•

Решение. Находим корни характеристического уравнения

-А 1

О -А
: О, А2 = 0, Ai = А2 = 0.
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У

0 X

Находим решения
у=С2, x = C2t + Ci.

Очевидно, что х —► оо при t —► +оо. Решение неустойчиво. Уравнение на

фазовой плоскости будет -j*- = 0. Траектории у = С—прямые, параллельные оси

(рис. 289). Особая точка называется вырожденным седлом.

Чтобы дать общий критерий устойчивости
решения системы (4), поступим следующим образом.

Запишем корни характеристического уравнения
в форме комплексных чисел:

Ai = Xi + iXi , А2 = А2 + iA2

(в случае действительных корней А^* = 0 и А2* = 0). Рис- 289-

Возьмем плоскость А*А** комплексного переменного и будем
изображать корни характеристического уравнения точками на этой

плоскости. Тогда на основании рассмотренных случаев условие

устойчивости решения системы (4) можно сформулировать
следующим образом.
Если ни один из корней Ai, A2 характеристического

уравнения (6) не леэюит справа от мнимой оси, причем хотя

бы один корень отличен от нуля, то решение устойчиво;
если эюе хотя бы один корень леэюит справа от мнимой

оси, или оба корня равны нулю, то решение неустойчиво
(рис. 290).

Рассмотрим теперь более общую
систему уравнений

dx
— =cx + gy + P(x, у),

%=ax + by + Q(x,y).

Область

(25)

Решение такой системы, кроме
исключительных случаев, не выражается

через элементарные функции и

квадратуры.

Для того чтобы установить,
устойчивы или неустойчивы решения этой системы, ее сравнивают с

решениями линейной системы. Предположим, что при х —> 0 и

у —► 0 функции Р(х1у) и Q(x,y) также стремятся к нулю и

притом быстрее, чем р, где р
= у/х2 Л-у2 ; иными словами,

lim ^^ = 0,
р->о р

lim Q&JU = 0.

Тогда можно доказать, что, кроме исключительного случая,

решение системы (25) будет устойчиво тогда, когда устойчиво решение
системы

ft=cx+gy, fk=ax + by, (4)
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и неустойчиво, когда решение системы (4) неустойчиво.
Исключение составляет тот случай, когда оба корня

характеристического уравнения лежат на мнимой оси; в этом случае вопрос об

устойчивости или неустойчивости решения системы (25) решается
значительно сложнее.

A.M. Ляпунов*) исследовал вопрос об устойчивости решений
систем уравнений при довольно общих предположениях относительно

вида этих уравнений.
В теории колебаний часто рассматривают уравнение

$ = /(*.£)• (26)

Обозначим

f = v. (27)

Тогда получаем систему уравнений

**;, Л р8)
Tt=f{x,v). J

Фазовой плоскостью для этой системы будет плоскость (#, v).
Траектории на фазовой плоскости дают геометрическое

изображение зависимости скорости v от координаты х и наглядно

качественно характеризуют изменение х и v. Если точка х = 0, v = 0

является особой точкой, то она определяет положение равновесия.

Так, например, если особая точка системы уравнений есть центр,
т.е. траектории на фазовой плоскости есть замкнутые линии,

окружающие начало координат, то движения, определяемые

уравнением (26), — не затухающие колебательные движения. Если

особая точка фазовой плоскости есть фокус (при этом \х\ —► 0,
| г; | —>► 0 при t —> оо), то движения, определяемые уравнением

(26), — затухающие колебания. Если особая точка есть узел или

седло (и это единственная особая точка), то х —> ±оо при t —► оо.

В этом случае движущаяся материальная точка уходит в

бесконечность.

Если уравнение (26) линейное вида -тту = ах + Ъ -^ , то система

(28) имеет вид

dt
u'

-£ = ах + bv.

Эта система вида (4). Точка х = 0, v = 0 есть особая точка, она

определяет положение равновесия. Отметим, что переменная х не

*' А.М.Ляпунов, Общая задача об устойчивости движения, М. — Л.,
ОНТИ, 1935.
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обязательно механическое перемещение точки. Она может иметь

различный физический смысл, например, обозначать величину,
характеризующую электрические колебания.

§ 32. Приближенное решение дифференциальных уравнений
первого порядка методом Эйлера

Мы рассмотрим два метода численного решения

дифференциального уравнения первого порядка. В этом параграфе рассмотрим
метод Эйлера. Найдем приближенно решение уравнения

2=/<*.»> а)

на отрезке [#о, Ь], удовлетворяющее начальному условию: у = уо

при х = xq. Разделим отрезок [#о, Ь] точками #о, #ь #2, • •
•, хп = Ь

на п равных частей (здесь хо < х\ < x<i < ... < хп). Обозначим

х\ — хо = Х2
—

х\ = ... = Ъ — хп-\ = Ах = ft, следовательно,

ft=6-L£o
п

Пусть у = <р(х) есть некоторое приближенное решение
уравнения (1) и

Уо = <р(хо), yi=<p(xi), -.., Уп = <р(хп)-
Обозначим

Ау0 = 2/1-2/0, Д2/1 =2/2-2/ъ •••, &Уп-\ = Уп
-

2/n-i •

В каждой из точек #о, #i, •••, #п в уравнении (1) производную
заменим отношением конечных разностей:

g = /(*.»). (2)

Ay = f{x,y)Ax. (2')

При х = хо будем иметь

^ = / (я0, 2/о), А2/о = / (ж0, 2/о) А*

или

2/1 -2/0
= /(^0, 2/о)Л-

В этом равенстве #о, 2/о, Л известны, следовательно, находим

2/i =2/o + /(zo, yo)h.

При # = #i уравнение (2') примет вид

А2/1 =/(жь 2/i)fo

или

2/2 -2/1 =/(жь 2/i)fo, 2/2 =2/1 + /(^1, 2/i)^-
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У\

(х1 >У1\
\(хо >Уо\

Здесь известными являются х\, у\, ft, a

(х2 >У2)(£з >Уз) 2/2 определяется.
Аналогично находим

Уз = 2/2 + /(^2, 2/2) h,

Х0 Х1 Х2 Х3

Рис. 291.
2/fc+i = Ук + f{xk, Vk)h,

Уп = 2/n-i + / {xn-i, 2/n-i) h.

Таким образом, приближенные значения решения в точках #о,

#1, ..., хп найдены. Соединяя на координатной плоскости точки

(#о; Уо), (#i; З/i), ..., (^n; 2/n) отрезками прямой, получим

ломануто— приближенное изображение интегральной кривой (рис. 291).
Эта ломаная называется ломаной Эйлера.

Замечание. Обозначим через у = ifh (#) приближенное
решение уравнения (1), соответствующее ломаной Эйлера при Ах = h.

Можно доказать*^, что если существует единственное решение

у
= (р* (х) уравнения (1), удовлетворяющее начальным

условиям и определенное на отрезке [х0, Ь], то lim | (рь (х) — <р* (х) | = О
h—>0

при любом х из отрезка [#о, Ь].
Пример. Найти приближенное при х = 1 значение решения уравнения

у' = у + х,

удовлетворяющее начальному условию: уо = 1 при xq = 0.

Решение. Разделим отрезок [0, 1] на 10 частей точками xq = 0; 0,1; 0,2; ...

...; 1,0. Следовательно, h = 0,1. Значения yi, 2/2, • • •
> Уп будем искать по

формуле (2'):
Ду* = (Ук +xk)h

Ук+l =Ук +(Ук +xk)h.

Таким образом, получаем

У1 = 1+ (1 + 0). 0,1 = 1 + 0,1 = 1,1,

у2 = 1,1+ (1,1+ 0,1)-0,1 = 1,22,

В процессе решения составляем таблицу:

*) Доказательство см., например, в книге И. Г. Петровского «Лекции по

теории обыкновенных дифференциальных уравнений»
— М.: Наука, 1970.
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Хк

хо = 0

хг = 0,1

х2 = 0,2

хз = 0,3

х\ = 0,4

хъ = 0,5

х6 = 0,6

XI = 0,7

х8 = 0.8

х9 = 0,9

#ю = 1,0

У*

1,000

1,100

1,220

1,362

1,524

1,7164

1,9380

2,1918

2,4810

2,8091

3,1800

Ук +хк

1,000

1,200

1,420

1,620

1,924

2,2164

2,5380

2,8918

3,2810

3,7091

&Ук = (Ук +xk)h

0,100

0,120
0,142
0,162
0,1924
0,2216
0,2538
0,2892
0,3281
0,3709

Мы нашли приближенное значение у\х=1 = 3,1800. Точное решение данного

уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям, будет

у = 2ех - х - 1.

Следовательно,

у|х=1=2(е-1) = 3,4366.

Абсолютная погрешность: 0,2566; относительная погрешность: ъдъаа
—

= 0,075 «8%.

§ 33. Разностный метод приближенного решения

дифференциальных уравнений, основанный на применении

формулы Тейлора. Метод Адамса

Снова будем искать решение уравнения

у' = 1(х,У) (1)

на отрезке [#о, Ь], удовлетворяющее начальному условию у = у0

при х = хо . Введем нужные для дальнейшего обозначения.
Приближенные значения решения в точках х0, х\, x<i, ..., хп будут у0,

2/ь 2/2, •-., Уп- Первые разности, или разности первого порядка:

Дуо =2/1-Уо, Д2/1 =2/2-2/ь •••> Ауп-i = Уп
-

Уп-1.

Вторые разности, или разности второго порядка:

Д22/0 = А2/1 - Д2/0 = 2/2
- 22/i + у0,

Д22/1 = Ау2 - Ayi = 2/з
- 22/2 + 2/ь

Д22/п-2 = Ауп-i - Ауп-2 -Уп- 22/n-i + Уп-2 •
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Разности вторых разностей называются разностями третьего

порядка и т. д. Через Уо> у!> У2> • • •

> 2/п обозначим приближенные
значения производных, через у^, у", у%, ...

, у^ —приближенные
значения вторых производных и т. д. Аналогично определяются первые
разности производных

ДУо = 2/1 - 2/си Ду1=У2-у1> •••> АУп-1 = У'п ~ Уп-1,

вторые разности производных

Д2^ = ДУ;-Ау^ A2y[=Ayf2-Ayl ..., А2у'п_2 = Ьу'п_г -Ау'п_2
и т.д.

Напишем далее формулу Тейлора для решения уравнения

в окрестности точки х = хо (т. I, гл. IV, §6, формула (6)):

х _ хо , (х — хо)2 и (х — хо)т (т) . г> /о\

У = УО + ^-j-2 Уо + !,2 %+•••+ 1 . 2 ..... т
У0 + Д™ • (2)

В этой формуле уо известно, а значения у'0, у$, ..., уу0 }

производных находятся из уравнения (1) следующим образом. Подставляя
в правую часть уравнения (1) начальные значения хо и у0,

найдем Уо:

Уо = /(яо, Уо)-

Дифференцируя члены уравнения (1) по #, получим

* = % + %*• (з)

Подставляя в правую часть значения х0, уо, Уо, найдем

Уо ~ [дх + ду
у ) .

\х=х0, у=у0, у-у0

Дифференцируя еще раз равенство (3) по х и подставляя

значения хо, уо, Уси 2/си найдем уд". Продолжая*) так, можем найти

значения производных любого порядка при х = хо. Все члены,

кроме остаточного члена Rm, в правой части формулы (2)
известны. Таким образом, пренебрегая остаточным членом, мы можем

получить приближенные значения решения при любом значении х;
их точность будет зависеть от величины | х — хо | и числа членов

в разложении.

В рассмотренном ниже методе по формуле (2) определяют
только несколько первых значений у, когда | х — хо | мало. Мы
определим значения у\ и у2 при х\ = х0 + ft и при £2 = #о + 2ft, беря

*) Мы в дальнейшем будем предполагать, что функция / (х, у) столько раз

дифференцируема по х и по у, сколько требуется по ходу рассуждений.
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четыре члена разложения (у0 известно на основании начальных

данных):
h2 it , h3

2/i = Уо + f W& + ТТ2 Уо + if Wof.

2/2 — 2/o -t- — 2/0 + j .2 2/o 1
3j^ 2/o •

(4)

(4')

Таким образом, будем считать, что известны три значения*)
функции: 2/о» 2/1, 2/2- На основании этих значений, пользуясь

уравнением (1), определяем

2/о = /(*(), 2/о), 2/i = /(*ь 2/i), 2/2 = /0*2, Ы-

Зная Уо> 2/i> 2/2 можно определить Ауд, Ayj, Д2Уо- Результаты
вычисления заносим в таблицу.

X

XQ

х\ = #о + h

Х2 = #о + 2Л.

Xfc_2 = хо + (/г- 2)Л

Xfc_i = хо + (Л — 1) h

Xk = XQ + &Л.

У

уо

У\

У2

Ук-2

Ук-1

Ук

у'

У'о

У'г

У'2

У'к-2

У'к-г

У'к

Ау'

АУо

Ay'i

Ьу'к-2

*Ук-1

AV

*ч 1

*Ч-2

Допустим теперь, что нам известны значения решения уо, yi,

2/21 •
••» 2/ь На основании этих значений мы можем вычислить,

пользуясь уравнением (1), значения производных у£>, yj, y£, ..., у£,

*) Если бы мы стали находить решение с большей точностью, то

потребовалось бы вычислять больше трех перых значений у. Подробно об этом см.,

например: Я. С. Безикович, Приближенные вычисления. — М.: Гостехиздат, 1949.
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а следовательно, Ay'Q, AyJ, ..., Ау'к_х и Д2у£, А2у[, ..., А2у'к_2.
Определим значение yk+i по формуле Тейлора, полагая а = хк ,

гг = Xfc+i = Xk Л-h:

Ук+\ =Ук + ^Ук + у~2Ук +
Т~2~3 Ук *+ * * * +

~т\ Ук +Rm-

Ограничимся в нашем случае четырьмя членами разложения:

»fc+i = Ук + у Ук + тк Ук + ГТТз Ук'- (5)

В этой формуле неизвестными являются у% и у£", которые мы

пытаемся определить через известные разности первого и второго

порядков.

Предварительно представим по формуле Тейлора у'к_х, полагая

а = Хк , х — а = —h:

Ук-^Ук + ^Ук + ^Ук", (6)

и у'к_2, полагая а = Хк , х
— а = —2h:

Ук-^Ук + ^УХ + ^У'к". (7)

Из равенства (6) находим

Ук-Ук-1 = ЛУк-1 = тУ',;-£~2Ук"- (8)

Вычитая из членов равенства (6) члены равенства (7), получим

Ук-г
~ У'к-2 = ЛУк-2 = у Ук

~ ZJT Ук- (9)

Из (8) и (9) находим

Ы-1 - Ьу'к-2 = ДЧ-2 = л2г/Г,
или

У'к" = ^ *Ч-2- (Ю)

Подставляя выражение у'£ в равенство (8), получим

** "-/Г"
+
~2Л-• (п)

Итак, у'1 и у'1' найдены. Подставляя выражения (10) и (11)
в разложение (5), получим

Ук+i =Ук + $Ук + | Д»£_1 + §ДVk-a- (12)

Это и есть так называемая формула Адамса с четырьмя членами.

Формула (12) дает возможность, зная ук, Ук-i, Ук-2, определить
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Ук+i- Таким образом, зная уо, У\ и 2/2, мы можем найти уз и

далее у4, уь, ...

Замечание 1. Укажем без доказательства, что если существует

единственное решение уравнения (1) на отрезке [#о, Ь],
удовлетворяющее начальным условиям, то погрешность приближенных
значений, определенных по формуле (12), по абсольютной величине

не превосходит МЛ4, где М
—

постоянная, зависящая от длины

интервала и вида функции / (х, у) и не зависящая от величины h.

Замечание 2. Если мы хотим получить большую точность

вычисления, то следует брать больше, чем в разложении (5), членов,
и формула (12) соответствующим образом изменится. Так, если

вместо формулы (5) мы возьмем формулу, содержащую справа
пять членов, т.е. дополним членом порядка Л4, то вместо

формулы (12) аналогичным путем получим формулу

_ л. i
Л / , h д / , 5h д2Л/ , 3h д2л/

Ук+\
= Ук + jyk + 2Л^-! +

12
Л Ук~2 + ТЛ Ук~*'

Здесь yfc+i определяется через значения ук, Ук-\, Ук-2, Ук-з- Таким

образом, чтобы начать вычисления по этой формуле, нужно знать

четыре первых значения решения: уо, уь 2/2? Уз- При вычислении

этих значений по формулам типа (4) следует брать пять членов

разложения.

Пример 1. Найти приближенные значения решения уравнения у' = у + х,

удовлетворяющего начальному условию уо = 1 при xq = 0. Значения решения

определить при х = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4.
Решение. Найдем сначала у\ и у2 по формулам (4) и (4'). Из уравнения и

начальных данных получаем

Уо = (у + *)|х=0 = уо + «о = 1 + 0 = 1.

Дифференцируя данное уравнение, получим

у" = у' + 1.

Следовательно,

З/о = Ы + 1)|в=0 = 1 + 1 = 2.

Дифференцируем еще раз:

у'" = у"-

Следовательно,
Уо" = Уо' = 2.

Подставляя в равенство (4) значения уо, Уо> Уо и ^ = ^,1, получим

в = 1 + ¥.1 + Ш!.2 + ^.2 = 1,110,

Аналогично при h = 0,2 получим

0,2 (0,2)2 (0,2)3
у2 = 1 + ^-1+ ^4-. 2+1^з-2 =1,2427.
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Зная уо, у\, у2, на основании уравнения находим

Уо = Уо + хо = 1,

Уг =yi+xi = 1,1103 + 0,1 = 1,2103,

у,2 = У2+х2 = 1,2427 + 0,2 = 1,4427,

Ду0 = 0,2103, Ду0' = 0,2324, Д2у0 = 0,0221.

Полученные значения заносим в таблицу.

X

хо = 0

XI =0,1

#2 = 0,2

хз = 0,3

Х4 = 0,4

У

уо = 1,0000

yi = 1,1103

у2 = 1,2427

уз = 1,3995

у4 = 1,5833

У'

Уо = 1

yj = 1,2103

у'2 = 1,4427

Уз = 1,6995

Ду'

Ду0 = 0,2103

Ау[ = 0,2324

Ду2 = 0,2568

aV

Д2у0 = 0,0221

А2у[ = 0,0244

По формуле (12) находим уз:

уз = 1,2427 + ^ . 1)4427 + Ц- • 0,2324 + 5'ffi^ ' °>°221 = 1.3995.

Далее находим значения у3, Ду^, &2У\- Снова по формуле (12) находим у^:

УА = 1,3995 + ^ • 1,6995 + ^ • 0,2568 + ^ • 0,1 • 0,0244 = 1,5833.

Точное выражение решения данного уравнения:

у = 2ех - х - 1.

Следовательно, у\ _Q
.
= 2е0'4 — 0,4 — 1 = 1,58364. Абсолютная погрешность:

0,0003; относительная погрешность: /гоо^ « 0,0002 = 0,02%. (Абсолютная

погрешность значения у4, вычисленного по методу Эйлера: 0,06; относительная

погрешность: 0,038 = 3,8%.)

Пример 2. Найти приближенные значения решения уравнения у' = у2 + х2,
удовлетворяющего начальному условию уо = 0 при хо = 0. Значения решения

определить при х = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4.
Решение. Находим

у0 = 02+02=0,

Л*=0 = (2УУ'+2*)|Х=0 = 0,
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По формулам (4) и (4') получаем

У1 = Щ^- ■ 2 = 0,0003, у2 = Щг- • 2 = 0,0027.

Из уравнения находим

у'0 = 0, у[= 0,0100, у'2 = 0,0400.

На основании этих данных составляем первые строки таблицы, а затем

значения уз и УА определяем по формуле (12).

X

хо = 0

XI = 0,1

х2 = 0,2

хз = 0,3

хА = 0,4

У

У0=0

у\ = 0,0003

у2 = 0,0027

уз = 0,0090

у4 = 0,0213

у'

Уо = 0

у[ = 0,0100

у2 = 0,0400

у3 = 0,0901

Ду'

Ау'0 = 0,0100

Ау[ = 0,0300

Ду2 = 0,0501

AV

Д2у^ = 0,0200

Д2у'1= 0,0201

Итак,

уз = 0,0027 + ^ • 0,0400 + ^ • 0,0300 + А . о,1 . 0,0200 = 0,0090,

уА = 0,0090 + ^ • 0,0901 + Ц- • 0,0501 + А . о,1 • 0,0201 = 0,02133.

Отметим, что первые верные четыре знака в у\ таковы: у\
= 0,0213. (Это

можно получить другими, более точными методами, с оценкой погрешности.)

§ 34. Приближенный метод интегрирования систем

дифференциальных уравнений первого порядка

Рассмотренные в §§32 и 33 методы приближенного
интегрирования дифференциальных уравнений применимы и для решения
систем дифференциальных уравнений первого порядка.

Рассмотрим здесь разностный метод для решения систем уравнений.

Рассуждения будем проводить для системы двух уравнений с двумя

искомыми функциями.
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Требуется найти решения системы уравнений

£ = л(*,»,*), (2)

удовлетворяющие начальным условиям у
= уо, z = zo при х = хо.

Будем определять значения функции у и z при значениях

аргумента хо, #1, #2, •••» #fc> #fc+b •
••» #п- Пусть снова

Xk+i
—

Хк = Ах = h (к = 0, 1, 2, ...
,
п — 1). (3)

Приближенные значения функции обозначим

Уо, Уь •••
1 Ук, 2/fc+i, • ••

, Уп

и соответственно

Z0, Z\, . . .

, Zk, Zk+l, .. •
, 2n-

Напишем рекуррентные формулы типа (12) §33:

Vk+i = Vk + f У'к + |Д^_! + £ ЛДЧ-2 , (4)

ЗД+1 = гк + f 4 + |AzU + £ ЛД24-2 • (5)

Чтобы начать вычисления по этим формулам, нужно знать кроме

заданных уо и zq еще yi, У2; zi, 22; эти значения находим по

формулам типа (4) и (4') §33:

о •

У\ = Уо + у Уо + у Уо + "зГ Уо 1

о, -о, л.
Ы W л. (2Ь)2 „" , (2^)3 „'"

У2 - УО +
—

Уо + —2~ Уо + ~зР Уо

-, — -, i
h r h2 n . h3 ///

Z\ — Zo -t-
Y 20 "t"

"2" z0 "T" "3Г 20 »

Z<1 — Zo +
—

ZQ H —

20 H
3Г

Для применения этих формул нужно знать у[,, Уо, y'o, z'0, z'q,
z'q ,

к определению которых мы сейчас и приступим. Из уравнений
(1) и (2) находим

Уо
= /i (хо, Уо, ^о), 4 = h (^0, Уо, 2о)-

Дифференцируя уравнения (1) и (2) и подставляя значения хо, уо,

20, Уо и 4, найдем

vn - vn\ - (uh + Ehу1 + ^h АУо -У \Х=Х0
-

[дх +
ду

У +
dz

z )

z" - z"\ - f^h л. Eh,/ л. Eh Azo - z \X=X0 - { дх
+

ду
У +

dz
z )
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Дифференцируя еще раз, найдем уд" и z'q . Зная yi, у2, z\, 22,
находим из данных уравнений (1) и (2)

yi, 2/2, *i, 4, ДУо, Ду1. Д22/о, Д*о. Д*1. Д2*о.
после чего мы можем заполнить первые пять строк таблицы.

X

Хо

Х\

Х2

хз

У

Уо

3/1

У1

Уз

у'

У'п

У[

У'2

У'з

Ду'

Ду0

Дг/i

Ау'г

Д2у'

Д2у0

Д2у1

Z

20

21

22

23

z'

*'о

*i

4

4

Az'

А20

д*1

Az2

А2*'

А220

А2^ 1

По формулам (4) и (5) найдем |/3 и z3, а из уравнений (1)
и (2) найдем у'3 и z'3. Вычислив Ау'2, A2J/i, Д22» A2*i» снова по

формулам (4) и (5) найдем у4 и 24 и т. д.

Пример 1. Найти приближенные значения решений системы

у' = 2, z' = у

с начальными условиями уо = 0, zq = 1 при хо = 0. Вычислить значения решений

при х = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4.
Решение. Из данных уравнений находим

Дифференцируя данные уравнения, найдем

уК = у"|.=о = *'1.-о = 0.

zo' = *"Uo = y'Uo = l.
,.'" _ .'"I

1х=0
*

1х=0

Z0 ~Z \Х=0-У 1х=0-°-
По формулам типа (4) и (5) находим

У\
0 1 0 I2 0 I3

= 0 + ^ • 1 + !pi_ • 0+^-1 = 0,1002,

0 2 0 22 0 23
y2 = 0+Y' 1 +

ГГ2
' °+^-1== °'2013'

,1 = i + W. 0+од!.1 + 2^.o=i,oo50,
0200.
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На основании данных уравнений находим

у[ = 1,0050, z[ = 0,1002,

у'2 = 1,0200, , 4 = 0,2013,

Ау'0 = 0,0050, Az'0 = 0,1002,

Ayi = 0,0150, Az[ = 0,1011,

А2уо = 0,0100, A2z'0 - 0,0009
и заполняем первые пять строк таблицы (см. стр. 133).

Далее по формулам (4) и (5) находим

уз = 0,2013 + ^ • 1,0200 + ^ • 0,0150 + ^ • 0,1 • 0,0100 = 0,3045,

23 = 1,0200 + ^ . о,2013 + ^ • 0,1011 + ^ • 0,1 • 0,0009 = 1,0452
и аналогично

у4
= 0,3045 + ^ • 1,0452 + Ц- • 0,0252 + ^ • 0,1 • 0,0102 = 0,4107,

24 = 1,0452 + ^li . 0,3045 + ^ • 0,1032 + ^ • 0,1 • 0,0021 = 1,0809.

Очевидно, что точные решения данной системы уравнений, удовлетворяющие
указанным начальным условиям, будут

у = shx, z = chx.

Поэтому пять верных, после запятой, знаков решений будут

у4 = sh 0,4 = 0,41075, 24 = ch 0,4 = 1,08107.
Замечание. Так как уравнения высших порядков и системы

уравнений высших порядков во многих случаях сводятся к системе

уравнений первого порядка, то изложенные методы применимы к

решению этих задач.

"Упражнения к главе XIII

Показать, что указанные функции, зависящие от произвольных постоянных,

удовлетворяют соответствующим дифференциальным уравнениям:

Функции

1. у = sinx- l + Ce-sinx.

2. у = Сх + С-С2.

3. у2 = 2Сх + С2.

4. у2 = Сх2 - -^-
.

1 + С

Со
5. у = Сгх+ — + С3.

X

ех
ft 7/ _ (П _|_ П*ът\ f>kx 4-

(к - I)2

Т. v = Ci еа агс8*п х + Сое~а агс8*пх

8. у =
— + С2.

Дифференциальные уравнения

Ь 2/ cos x = - sin 2x.

da; 2

\dx J dx dx

y№) +2x^--y = 0.
\dx J dx

4-(S)']-»*'-•*-">£•
азу

+
3 d»»

= Q

dx2 dx

(.-^S-.*-^.-*
fy_ + l*y_ = 0
dx2 x dx
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Проинтегрировать дифференциальные уравнения с разделяющимися

переменными.

9. ydx — xdy = 0. Отв. у = Сх. 10. (1 + и) vdu + (1 — v)udv = 0.

Отв. \nuv + u - v = С. 11. (1 +y)dx - (1 -x)dy = 0. Отв. (1 + у)(1 - х) = С.

12. (*2 - xt2) — + х2 + *х2 = 0. Ome. -?— + In - = С. 13. (у - a) dx + x2 dy = 0.
dt tx t

Отв. у-а = Се1/*. 14. 2 <ft - (t2 - a2)dz = 0. Отв. z2a = С ^—^ . 15. — =
v '

t + а dy
1 + x2 v + С

=
j

• 0me* x~
—ТГ

• 16« (1 + s2)^- VTds = 0. Ome. 2v^-arctgs = С

17. dp + ptg0d0 = 0. Отв. p = C cosO.

18. sin 0 cos (fdO — cos 0 sin (pd(p = 0. Отв. cos <p = С cos 0.

19. sec2 0 tg v?d0 + sec2 <p tg0d(p = Q. Отв. tgO tg(f = C.

20. sec2 0 tg v? dy? + sec2 y? tg 0 dO = 0. Отв. sin2 0 + sin2 (p = C.

21. (1 + x2)dy — yl-~y2~dx = 0. Ome. arcsiny
— arctgx = С

22. \/ 1 - x2 dy - y/l-y2 dx = 0. Отв. у V1 - x2 - x y/1 - y2 = C.

23. 3ex tgycfo + (l -ex) sec2 у dy = 0. Ome. tgy = C(l - ex)3.
24. (x — y2x) dx + (y — x2y) dy = 0. Отв. x2 + y2 = x2y2 + С

Задачи на составление дифференциальных уравнений
25. Доказать, что кривая, у которой угловой коэффициент касательной

в любой точке пропорционален абсциссе точки касания, есть парабола.

Отв. у = ах2 + С.

26. Найти такую кривую, проходящую через точку (0; —2), чтобы угловой

коэффициент касательной в любой ее точке равнялся ординате этой точки,

увеличенной на три единицы. Отв. у = ех — 3.

27. Найти такую кривую, проходящую через точку (1; 1), чтобы угловой

коэффициент касательной к кривой в любой точке был пропорционален квадрату

ординаты этой точки. Отв. к(х — 1)у — у+1=0.
28. Найти такую кривую, для которой угловой коэффициент касательной

в любой точке в п раз более углового коэффициента прямой, соединяющей ту

же точку с началом координат. Отв. у = Схп.

29. Через точку (2; 1) провести кривую, для которой касательная в любой

точке совпадает с направлением радиус-вектора, проведенного из начала координат

в ту же точку. Отв. у = х/2.
30. Найти в полярных координатах уравнение такой кривой, в каждой

точке которой тангенс угла между радиус-вектором и касательной равен обратной

величине радиус-вектора, взятой с обратным знаком. Отв. г(0 + С) = 1.

31. Найти в полярных координатах уравнение такой кривой, в каждой точке

которой тангенс угла, образуемого радиус-вектором с касательной, равен

квадрату радиус-вектора. Отв. г2 = 2 (0 + С).
32. Доказать, что кривая, обладающая тем свойством, что все ее нормали

проходят через постоянную точку, есть окружность.

33. Найти такую кривую, чтобы в каждой ее точке длина подкасательной

равнялась удвоенной абсциссе. Отв. у = Су/~х.
34. Найти кривую, для которой радиус-вектор равен длине касательной между

точкой касания и осью х.

dy
Решение. По условиям задачи
dx . - .

= ± — . Интегрируя, получаем два семейства кривых: у = Сх и у =

х х

y/l + у'2 — у/х2 +у2 , откуда
С У
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35. По закону Ньютона скорость охлаждения какого-либо тела в воздухе

пропорциональна разности между температурой тела и температурой воздуха. Если

температура воздуха равна 20° С и тело в течение 20 мин охлаждается со 100° до

60° С, то через сколько времени его температура понизится до 30° С ?

Решение. Дифференциальное уравнение задачи — = к(Т—20). Интегрируя,
at

находим Т - 20 = Cekt; Т = 100 при t = 0, Т = 60 при t = 20, поэтому С = 80,
/!\1/20 /1\t/20

40 = Ce20fc, ek = ( - J , следовательно, Т = 20 + 80 ( - 1 . Полагая Т = 30,

найдем t = 60 мин.

36. В какое время Т вода вытечет через отверстие 0,5 см2 на дне конической

воронки высотой 10 см с углом при вершине d = 60° ?

Решение. Подсчитаем двумя способами объем воды, вытекший за время

между моментами t и t + At. При постоянной скорости v за 1с через отверстие

вытекает цилиндр воды с основанием 0,5 см2 и высотой v, а за время At вытекает

объем воды cfo, равный —dv = —0,5vdt — —0,3y/2gh dt*\
С другой стороны, вследствие утечки высота воды получает отрицательное

«приращение» dh, и дифференциал объема вытекшей воды равен

-dv = тгг2 dh = - (h + 0,7)2 dh.

Таким образом,

^ (h + 0,7)2 dh = -0,3 yfbghdt,
отсюда

t = 0,0315 (105/2 - h5/2) + 0,0732 (103/2 - fc3/2) + 0,078 (VlO - yfh).
Полагая h = 0, получаем время истечения Т = 12,5 с.

37. Замедляющее действие трения на диск, вращающийся в жидкости,

пропорционально угловой скорости вращения ш. Найти зависимость этой угловой

скорости от времени, если известно, что диск, начав вращаться со скоростью

100 об/мин, по истечении 1 мин вращается со скоростью 60 об/мин.
Отв. ш = 100 (3/5)* об/мин.

38. Допустим, что в вертикальном воздушном столбе давление на каждом

уровне обусловлено давлением вышележащих слоев. Найти зависимость

давления от высоты, если известно, что на уровне моря это давление равно 1 кг на

1см2, а на высоте 500 м оно равно 0,92 кг на 1см2.
Указание. Воспользоваться законом Бойля— Мариотта, в силу которого

плотность газа пропорциональна давлению. Дифференциальное уравнение
задачи dp = -kpdh, откуда р = e-o,oooi7/t 0тв р = e-o,oooi7/t

Проинтегрировать следующие однородные дифференциальные уравнения:
39. (y-x)dx + (y + x)dy = Q. Отв. у2+2ху-х2 = С. 40. (у + х) dx + x dy = 0.

Отв. у2 + 2ху = С. 41. (х + y)dx + (у - x)dy = 0. Отв. 1п(х2 + у2)1/2 -

-arctg- = С. 42. xdy - ydx = Jx2 +y2 dx. Отв. 1 + 2Су - С2х2 = 0.
х

43.(8y + 10x)dx + (5y + 7x)dy = Q. Отв. (х + у)2 (2х + у)3 = С. 44. (2 y/li-s) dt +

+tds = 0. Отв. te^^Tt = С или s = Mn2 -. 45. (t - s)dt + tds = 0.
t

v

*) Скорость v истечения воды из отверстия, находящегося на расстоянии h

от свободной поверхности, дается формулой v = 0,6 \/2gh, где д
—

ускорение

силы тяжести.
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Q
Отв. te3/* = С или s = t \п — . 46. ху2 dy = (х3 + у3) dx. Отв. у = х fy3 In Cx.

47. х cos — (у dx + х dy) = у sin — (х dy — у dx). Отв. ху cos — = С.
хх х

Проинтегрировать дифференциальные уравнения, приводящие к однородным:

48. (Зу - 7х + 7) dx - (Зх - 7у - 3) dy = 0. Отв. (х + у
- I)5 (х - у

- I)2 = С.

49. (х + 2у + 1) dx - (2х + 4у + 3) dy = 0. Отв. In (4х + 8у + 5) + 8у
- Ах - С.

50. (х + 2у + 1) dx - (2х - 3) dy = 0. Ome. In (2х - 3) ^- = С.
2х — 3

51. Определить кривую, поднормаль которой есть среднее арифметическое

между абсциссой и ординатой. Отв. (х — у)2 (х + 2у) = С.

52. Определить кривую, у которой отношение отрезка, отсекаемой

касательной на оси Оу, к радиус-вектору равно постоянной величине.

dy
у — х —

Ит / X \гп
Решение. По условиям задачи == = т, откуда I —) —

/C\m 2v \/х2 + У2 KCJ

-(?)' х

53. Определить кривую, у которой отношение отрезка, отсекаемого нормалью

на оси Ох, к радиус-вектору равно постоянной величине.

dy
У + Х~Т-

Решение. По условию задачи . == = т, откуда х2 + у2 = гп2 (х — С)2.
у/ х2 + у2

54. Определить кривую, у которой отрезок, отсекаемый касательной на оси

Оу, равен a sec0, где в— угол между радиус-вектором и осью х.

у dy
Решение. Так как tg в = —

и по условию задачи у
— х — = a sec в, то

х dx

получаем

dy y/x2 + y2 х г з.+ь _(2.+М1
у = х

— = а , откуда у =
— eiT —е V*т/

.

dx х 2 L J

55. Определить кривую, для которой отрезок, отсекаемый на оси ординат

нормалью, проведенной в какой-нибудь точке кривой, равен расстоянию этой точки

от начала координат.
х

Решение. Отрезок, отсекаемый нормалью на оси Оу, равен у -\ ; поэтому,
У'

по условию задачи, имеем

у +
— = у/ х2 + у2 , откуда х2 —С (2у + С).
У

56. Найти форму зеркала, которое все лучи, выходящие из одной и той же

точки О, отражало бы параллельно данному направлению.
Решение. За ось х принимаем данное направление, точку О

— за начало

координат. Пусть ОМ—падающий луч, MP—отраженный, MQ—нормаль к

искомой кривой:

а = /3, ОМ = OQ, NM = у,

NQ = NO + OQ=-x+ у/х2 +у2 = у ctg/З = у
—

,

dx

откуда ydy = (—х + у/х2 + у2 ) dx; интегрируя, имеем у2 = С2 + 2Сх.

Проинтегрировать следующие линейные дифференциальные уравнения:

57. у'--^- = (х + 1)3. Отв. 2у = (х+1)4 + С(х + 1)2. 58. у' - а ^ = ^tl.
X + 1 XX

X 1

Отв. у = Сха + . 59. (х - х3)у' + (2х2 - 1)у - ах3 = 0.
1 — а а
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/ к- ds
Отв. у = ах + Сх vl-i2. 60. —- cos t + s sin t = 1. Отв. s = sin t + С cos *.

a£

61. — + s cos t = - sin 2*. Ome. 5 = sin t - 1 + Ce~ sint. 62. y' у = exxn.
at 2 x

Отв. у = хп (ех +С). 63. y' + -

у =
—

. Отв. хпу = ax + C. 64. у' + у = e"x.

1 — 2x
Отв. еху = х + С 65. у' + —

У
- 1 = 0. Ome. у = ж2 (l + Се1/*).

Проинтегрировать уравнения Бернулли:

66. у' + ху = х3у3. Отв. у2(х2 + 1 + Сех2) = 1. 67. (1 -у2)у' -ху- аху2 = 0.

Отв. (С у/1-х2 - а)у = 1. 68. Зу2у' - ay3 - ж - 1 = 0. Отв. а2у3 = Сеах -

-а(х + 1) - 1. 69. у'(х2у3 + ху) = 1. Отв. х [(2 - у2)е*2/2 + с] = е*2/2.
70. (у In ж — 2) у dx = xdy. Отв. у(Сх2 + In ж2 + 1) = 4. 71. у

— у' cos ж =

2 /1 \ ^ tgs + secs
= yz cos ж (1 — sin х). Отв. у = .

sin x + С

Проинтегрировать следующие уравнения в полных дифференциалах:
х3

72. (х2 + у) Же + (х - 2у) dy = 0. Отв. \-yx-y2 = С. 73. (у - 3s2)ds -

—(4у — х) dy = 0. Отв. 2у2 — жу + х3 = С. 74. (у3 — х) у' = у. Отв. у4 = 4жу + С.

У2 11
75.

(ж - у)2 ж

dx +
1 хг

.

-9 , dy = 0. Ome. In £ ^-
у (ж

— уу J ж х — у

76. 2(3жу2 + 2*3)d* + 3(2ж2у + y2)dy. Ome. ж4 + Зж2у2 + у3 = С.

77.
»*> + (2« + »)*У=0, Отв.1п(х + „)--4-=С. 78. (^ + *£U =

(s + y)2 s + y \*2 *4 /

= ?»*. Ome. ** + „* = Cx3. 79. **>-*/* = 0. Ome. -3L = C.
ж*5 (ж

— у)2 а; — у

у dec — се dy о о а:

80. xdx-\-ydy =
- -—

. Отв. х2 + у2 — 2 arctg
— = С

хг + уг у
81. Определить кривую, обладающую тем свойством, что произведение

квадрата расстояния любой ее точки от начала координат на отрезок, отсекаемый

на оси абсцисс нормалью в этой точке, равно кубу абсциссы этой точки.

Отв. у2(2ж2+у2) = С.

82. Найти огибающую следующих семейств линий: а) у = Сх + С2.

Отв. х2 + 4у = 0. Ь) у = ^ + С2. Отв. 21х2 = 4у3. с) ^ - -^ =2.

Ome. 27у = ж3, d) С2ж + Су - 1 = 0. Отв. у2 + 4ж = 0. е) (ж - С)3 +
+ (у - С)2 = С2. Ome. ж = 0; у = 0. f) (ж - С)2 + у2 = 4С. Ome. у2 = 4ж + 4.

g) (ж - С)2 + (у - С)2 = 4. Ome. (х - у)2 = 8. h) Сх2 + С2у = 1.

Отв. ж4 + 4у = 0.

83. Прямая перемещается так, что сумма отрезков, отсекаемых ею на осях

координат, сохраняет постоянную величину а. Составить уравнение огибающей

всех положений прямой. Отв. х1/2 + у1/2 = а1/2 (парабола).
84. Найти огибающую семейства прямых, на которых оси координат отсекают

отрезок постоянной длины а. Отв. я2/3 + у2/3 = а2/3.

85. Найти огибающую семейства окружностей, диаметрами которых служат

удвоенные ординаты параболы у2 = 2рх. Отв. у2 = 2р (х Н—).
86. Найти огибающую семейства окружностей, центры которых лежат на

параболе у2 = 2рж, причем все окружности семейства проходят через вершину этой

параболы. Отв. Циссоида х3 + у2 (х + р) = 0.
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87. Найти огибающую семейства окружностей, диаметрами которых служат

перпендикулярные к оси х хорды эллипса Ъ2х2 + а2у2 = а2Ь2.
X V

0тв-^Тё + Ъ = 1-

88. Найти эволюту эллипса Ъ2х2 +а2у2 = а2Ь2 как огибающую его нормалей.
Отв. (ах)2/3 + (by)2/3 = (а2 - б2)2/3.

Проинтегрировать следующие уравнения (уравнения Лагранжа).
С 2 2С — v3

89. у = 2ху' + у'2. Отв. х=— --р,у= ———. 90. у
= ху'2 + у'2.

Зр2 3 Зр

Отв. у = (\/х + 1 + С)2. Особое решение: у = 0. 91. у = х(1 + у') + у'2.
Отв. х = Се~Р - 2р + 2, у = С(р + 1)е"Р - р2 + 2. 92. у = уу'2 + 2ху'.
Отв. 4Сх = АС2 — у2. 93. Найти кривую, имеющую постоянную нормаль.

Отв. (х — С)2 + у2 = а2. Особое решение: у = ±а.

Проинтегрировать данные уравнения Клеро:

94. у = ху' + у' — у'2. Отв. у = Сх + С — С2. Особое решение: 4у = (х + I)2.
95. у = ху' + \/l — у'2 . Отв. у = Сх + у/1 — С2 . Особое решение: у2 — ж2 = 1.

96. у = жу' + у'. Отв. у = Сх + С. 97. у = ху' -\ . Отв. у = Сх -\ .

у' С

Особое решение: у2 = Ах. 98. у = ху' —

. Отв. у = Сх . Особое реше-
у'2 С2

3 27 2
ние: у* = ж .

4
99. Площадь треугольника, образованного касательной к искомой кривой и

осями координат, есть величина постоянная. Найти кривую. Отв. Равнобокая

гипербола 4ху = ±а2. Кроме того, любая прямая семейства у = Сх ± ау/~С'.
100. Найти такую кривую, чтобы отрезок ее касательной между

координатными осями имел постоянную длину а. Отв. у = Сх ± —. Особое решение:

Я.2/3+у2/3=а2/Зш VI + &

101. Найти кривую, касательные к которой образуют на осях отрезки, сумма

2аС
которых равна 2а. Отв. у = Сх —

. Особое решение: (у — х — 2а)2 = Sax.
1 — О

102. Найти кривые, для которых произведение расстояния любой касательной

до двух данных точек постоянно. Отв. Эллипсы и гиперболы. (Ортогональные
и изогональные траектории.)

103. Найти ортогональные траектории семейства кривых у = ахп.

Отв. х2 + пу2 = С.

104. Найти ортогональные траектории семейства парабол у2 = 2р(х — а)
(а — параметр семейства). Отв. у = Се~х/р.

105. Найти ортогональные траектории семейства кривых х2 — у2 = а

(а — параметр). Отв. у = С/х.
106. Найти ортогональные траектории семейства окружностей х2 + у2 = 2ах.

Отв. Окружности: у = С(х2 + у2).
107. Найти ортогональные траектории равных парабол, касающихся в

вершине данной прямой. Отв. Если 2р
—

параметр парабол и данная прямая взята за

Оу, то уравнение траекторий будет у + С = — */ — х3/2.
3 V Р

108. Найти ортогональные траектории циссоид
2а -х

Отв. (х2 + у2)2 = С(у2+ 2х2).
109. Найти ортогональные траектории лемнискат (х2 + у2)2 = (х2 — у2)а2.

Отв. (х2 + у2)2 = Сху.
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110. Найти изогональные траектории семейства кривых: х2 = 2а (у — x\fb),
где а— переменный параметр, если постоянный угол, который образуют
траектории с линиями семейства, равен и> = 60°.

2у у—
Решение. Находим дифференциальное уравнение семейства у' = v 3

х

у' — tgcj п у' — \/~Z
и заменяем у выражением q

=
. Если и> = 60 , то q =

——
, и

1 + y'tgu; y'-yfz 2y 1 + ^ЗУ
мы получаем дифференциальное уравнение -=.— = v 3. Общий инте-

грал у2 = С(х —

у V~3) дает искомое семейство траекторий.

111. Найти изогональные траектории семейства парабол у2 = 4Сх, когда
6

arct
2у-х

и = 45°. Отв. у2 -ху + 2х2 = Се^Т
агс g Г77.

112. Найти изогональные траектории семейства прямых у = Сх для случая

Г х2 + 2
= е2 v/T arctg f .

и> = 30°, 45°. Отв. Логарифмические спирали <
'

.

[ *2+y2=e2arctgx.
113. у = С\ех + С2е_х. Исключить С\ и С2. Отв. у" -

у = 0.

114. Написать дифференциальное уравнение всех окружностей, лежащих в

одной плоскости. Отв. (1 + у'2) у"' - Зу'у"2 = 0.

115. Написать дифференциальное уравнение всех центральных кривых

второго порядка, главные оси которых совпадают с осями Ох, Оу.

Отв. х (уу" + у'2) - уу' = 0.

116. Даны дифференциальное уравнение у'" — 2у" — у' + 2у = 0 и его общее

решение у = С\ех + С<ъе~х + Сзе2х.

Требуется: 1) проверить, что данное семейство кривых действительно

является общим решением; 2) найти частное решение, если при х = 0 имеем у
= 1,

у1 = 0, у" = -1. Отв. у=- (9ех + е~х - 4е2х).
6 1

117. Даны дифференциальное уравнение у" = —-
и его общее решение

2 2у'
y = ±-(x + Ci)3/2+C2.

«5

Требуется: 1) проверить, что данное семейство кривых действительно

является общим решением; 2) найти интегральную кривую, проходящую через точку

(1; 2), если касательная в этой точке составляет с положительным направлением

2 4
оси Ох угол 45°. Отв. у = - vx3 H— .

3 3

Проинтегрировать некоторые простейшие типы дифференциальных уравнений

второго порядка, приводящиеся к уравнениям первого порядка.

118. ху'" = 2. Отв. у = х2 \пх + С\х2 + Сгя + Сз; выделить частное

решение, удовлетворяющее следующим начальным условиям: а; = 1, у = 1, у' = 1,
т1д.т+п

у" = 3. Отв. у = х2 \пх + 1. 119. y<n> = хт. Отв. у =
-1 + Cixn~l + ...

(т + п)!
... + Сп-\х + Сп. 120. у" = а2у. Отв. ах = In (ay + у/а2у2 + С\ ) + С2 или

у
= Cieax + С2е-ах. 121. у" = -^- Отв. (С\х + С2)2 = Сгу2 - а.

У3
В примерах 122-125 выделить частное решение, удовлетворяющее следующим

начальным условиям: х = 0, у = — 1, у' =0.

122. ху" — у' = х2ех. Отв. у = ех (х — 1) + С\х2 + С2. Частное решение:

у = ех(х- 1). 123. уу" - (у')2 + (у')3 = 0. Отв. у + С\ \пу = х + С2. Частное

решение: у = — 1. 124. у" +у' tg х = sin 2х. Отв. у = С2 + С\ sin х — х sin 2x.

Частное решение: у = 2 sin x — sin x cos ж — х — 1. 125. (у")2 + (у')2 = о,2. Отв.
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у = С2—а cos (х + С\). Частные решения: у = а
— 1 — a cos я, у

= a cos х — (а + 1).

(Указание. Параметрическая форма у" = a cos£, у' = a sint.) 126. у" = ——
.

2у'

Отв. y=±|(*+ Ci)3/2 + C2. 127. у"' = у"2. Отв. у = (d -x) [In (Ci -x)~ 1] +

+ С2я + С3. 128. у'у'" - Зу"2 = 0. Отв. х = Сгу2 + С2у + С3 .

Проинтегрировать следующие линейные дифференциальные уравнения с

постоянными коэффициентами:
129. у" = 9у. Отв. у = С\е3х + С2е-Зх. 130. у" + у = 0. Отв. y = Acosx +

+ В sin ж. 131. у" - у' = 0. Отв. у = Ci + С2ех. 132. у" + 12у = 7у'. Отв. у =

= Cie3x+C2e4x. 133. у"-4у'+4у = 0. Отв. у = (Ci +С2ж)е2х. 134. у" + 2у' +
+ 10у = 0. Отв. у = е"х (Л cos 3s + В sin3s). 135. у" + Зу' - 2у = 0. Отв. у =

-з+лЛТ -з-лЛТ
= Cie 2

х
+ С2е 2 х. 136. 4у" - 12у' + 9у = 0. Отв. у

(ЯЛ cos I х 1 += (Ci + С2я)е3/2х. 137. у" + у' + у = о. Отв. у = е"х/2

138. Два одинаковых груза подвешены к концу пружины. Найти движение,

которое получит один груз, если другой оборвется. Отв. х = a cos L/ — i ), где а

есть увеличение длины пружины под действием одного груза в состоянии покоя.

139. Материальная точка массы т притягивается каждым из двух центров

с силой, пропорциональной расстоянию. Множитель пропорциональности
равен к. Расстояние между центрами равно 2с. В начальный момент точка

находится на линии соединения центров, на расстоянии а от ее середины. Начальная

скорость равна нулю. Найти закон движения точки. Отв. х ■ асозУ^г)'
140. yIV - by" + 4у = 0. Отв. у = С\ех + С2е~х + С3е2х + C^e~2x.

141. у'" - 2у" - у' + 2у = 0. Отв. у = Сге2х + С2ех + С3е"х. 142. у'" - Зау" +
+ 3а2у' - а3у = 0. Отв. у = (С\ + С2х + С3х2)еах. 143. yv - 4у'" = 0. Отв.

у = Ci + С2х + С3х2 + С4е2х + С5е"2х. 144. yIV + 2у" + 9у = 0. Отв. у =

= (Ci cosy/Yx + C2smy/Jx)e-x + (Cscosy/~2x + C4smy/~2x)ex. 145. yIV -

- 8y" + 16y = 0. Ome. у = Cie2x + C2e"2x + C3xe2x + C4*e-2x. 146. yIV + y = 0.

Ome. у = eTT (C\ cos-^= + C2 sin-^= J +e~V*' (c3 cos -^= + C4 sin-^= J.
147. yIV — а4 у = 0. Найти общее решение и выделить частное решение,

удовлетворяющее начальным условиям у = 1, у' = 0, у" = —а2, у'" = 0 при хо = 0.

Отв. Общее решение: у = Ci еах +С2е~ах+Сз cos ая+С4 sinax. Частное решение:
уо = cos ах.

Проинтегрировать следующие неоднородные линейные дифференциальные
уравнения (найти общее решение):

\2х -4- 7
148. у" - 7у' + 12у = х. Отв. у = C\eZx + С2е4х + —. 149. s" - a2s =

144

= t + 1. Ome. s = Cieat + C2e"a* - Ц-. 150. y" + y' - 2y = 8 sin2s. Отв. у =
a2

= Ciex +C2e~2x - - (6 sin 2x + 2 cos 2s). 151. y" -

у = Ъх + 2. Ome. y = Ciex +
о

e*
+ С2е-х-5ж-2. 152. 5,;-2а5Ча25 = еь (а ^ 1). Ome. s = Cieat+C2teat+- г$.

(a — 1)
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153. у"+6у' + 5у = е2х. Отв. у = Cie-x+C2e-5x + —е2х. 154. у" + 9у = бе3х.

Отв. у = С\ cos За: + Съ sin За: + - е3х. 155. у" - Зу' = 2 - 6а:. Отв. у = Ci +

+ С2е3х+х2. 156. у"-2у'+3у = е~х cos а:. Отв. у = ех (Ci cos >/2аГ+С2 sin л/2ж)+
е~х

Н (5 cos а; — 4 sin х). 157. у" + 4у = 2 sin 2х. Отв. у = С\ sin 2х + С2 cos 2x —

41

- | cos 2х. 158. у'" - 4у" + 5у' - 2у = 2х + 3. Отв. у = (Ci + С2ж) ех + С3е2х -

-ж - 4. 159. yIV - а4у = 5а4еах sin аа:. Отв. у = {С\ - s\nax)ex + С2е"ах +

+Сз cosaa;+C4 sin аа:. 160. yIV+2a2y"+a4y = 8 cos аа:. Отв. у = (Ci +Сг a:) cos aa:+
х2

+ (Сз + С±х) sin аж cos ax-

161. Найти интегральную кривую уравнения у" + к2у = 0, проходящую

через точку М (хо; уо) и касающуюся в точке М прямой у = аж. Отв. у =

= уо cos к (х — хо) + — sin А; (ж — а:о).

162. Найти решение уравнения у" + 2/iy' + п2у = 0, удовлетворяющее

условиям: у
= а, у' = С при х = 0. Отв. При h < п у

= e~hx(a cos \/ n2 — /i2 а:+

Н . . sin у/п2 — h2 х ); при h = п у = e~hx [(С + ah) х + а]; при h> n у =

V п2 — /i2 /

2n//i2-ti2 2s/h2-n2
163. Найти решение уравнения у" + n2y = /i sin рх (р ф п), удовлетворяющее

/ ^ л ^ C(n2-p2)-/ip .

условиям: у = а, у' = С при ж = 0. Отв. у = a cos пх -\ -—г ^т sin nx +

h п(п2-р2)
+ — - sinpx.

п2 —р2,
164. Груз весом 4 кг привешен к пружине и увеличивает ее длину на 1см.

Найти закон движения этого груза, полагая, что верхний конец пружины

совершает гармоническое колебание, закон которого у = sin у/ 100о t, где у измеряется

по вертикали.

Решение. Обозначая через х вертикальную координату груза, считаемую от

положения покоя, имеем ,2

gl£:=-k(X-y-l)'
где I—длина пружины в свободном состоянии и к = 400, как легко видеть из

d2x
начальных условий. Отсюда —— + 100дх = 100д sin \/ 100д t + ЮО/о. Частный

at2
интеграл этого уравнения мы должны искать в виде

t{C\ cos у/100$ t + С2 sin у/ 100д t) + Z,

так как первый член правой части уравнения входит в решение однородного

уравнения.

165. В условиях задачи 139 начальная скорость равна vo и направление

перпендикулярно к прямой, соединяющей центры. Найти траектории.
Решение. Если начало координат взять в середине расстояния между

центрами, то дифференциальные уравнения движения будут иметь следующий вид:

d2x d2v
т —- = к (С - х) - к (С + х) = -2кх, т —£ = -2ку. Начальные данные

dt2 dt2

при t = 0:

dx dy
x = a, - = 0, y = 0, -=v0.
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Интегрируя, находим

х = a cos О/!"*)* y=vo^sin{^T
д.2 у22к

Отсюда -5- Н ту
= 1 (эллипс).

az ttiVq
166. Горизонтальная трубка вращается около вертикальной оси с постоянной

угловой скоростью ш. Шар, помещенный внутри трубки, скользит по ней без

трения. Найти закон движения шара, если в начальный момент он находится на

оси вращения и имеет скорость vo (вдоль трубки).
d2r 0

Указание. Дифференциальное уравнение движения есть —— = urr. Началь-
dtz

ные данные: г = 0, —- = vq при t = 0. Интегрируя, находим г = — [ешЬ — е~шЬ].
at 2ш

Применяя метод вариации произвольных постоянных, проинтегрировать

следующие дифференциальные уравнения:

167. у" - 7у' + 6у = sina;. Отв. у = de* + С2еб* +
5 sin а; + 7 cos а;

74

168. у" Н- у = sec х. Отв. у = С\ cos х + С2 sin х + х sin x + cos x In cos a\

169. у" + у = . . Отв. у = С\ cos а; + С2 sin а; — у/ cos 2a;.

cos 2a;v cos 2а;

Проинтегрировать следующие уравнения различных типов:

170.уу"=у'2+ 1. Ome.y=-^-[eci(*-c2) + e-Ci(«-C2)]. m.
хЧу " ***

=

2С\ (х - уу

= 0. Отв. ~^— = С. 172. у = ху,2 + у'2. Отв. у = Ых+1 + С)2. Особые реше-
х -у

ния: у
= 0, а; + 1 = 0. 173. у" +у = sec а;. Отв. у = С\ cos а; + С2 sin х + a; sin a; +

+ cos a; In cos а;. 174. (1 + а;2) у' —

ху
— а = 0. Отв. у = ах + С V1 + х2 .

175. х cos - — = у cos - - х. Отв. xesin х = С. 176. у" - 4у = е2х sin2x. Отв.
х dx х

е2х
у = С\е~2х + С2е2х (sin 2а; + 2 cos 2а;). 177. ху1 + у

- у2 In a; = 0. Отв.

(lna; + 1 + Са;)у = 1. 178. (2а; + 2у - l)dx + (х + у - 2)dy = 0. Отв. 2а; + у
-

-31п(а;+у+1) = С. 179. Зех tgydx+(l-ex) sec2 у dy = 0. Отв. tgy = С(1-ех)3.
Проинтегрировать следующие системы уравнений:

dx dy180. — = у + 1,
—- = а; + 1. Выделить частные решения, удовлетворяющие

dt dt

начальным условиям х = —2, у = 0 при t = 0. Отв. у = Cie* + С2е~* — 1,
ж = С\еь — С2е~* — 1. Частное решение: а;* = —е~ь — 1, у* = е-* — 1.

da; dy
181. — = а;

— 2у, — = х
—

у. Выделить частные решения, удовлетворяющие
at dt

начальным условиям х = 1, у = 1 при t = 0. Отв. у = С\ cos t + C2 sin £,
a; = (Ci + C2) cos t + (C2 — Ci) sin £. Частное решение: а;* = cos t — sin £, y* = cos £.

л
dx dy dx

182. 4- -y- + 3a; = sint, — + y = cost.
dt dt dt

Отв. x = С\е~ь + C2e"3', у = Cie"* + 3C2e"2' + cos*.

d2t/ d2x

183-*f = *- *>='■
Oroe. a; = Cie' + C2e-' +C3cos*+C4sin*, у = Cie' +3C2e-'-C3cos*-C4 sin*.
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184'
d*2

+ dt+X-e' dt
+

dt*
-1'

Отв. х = Ci + C2t + C3t3 - - t3 + e*,
6

у = Ct -(Ci +2C3)t - i(C2 - 1)<2 -^C3t3 + ^t4 - e*.

dt/ dz
185. -f- = z-y,

— = -y
- 32.

ax ax

Ome. у = (Ci + C2x) e"2x, 2 = (C2 - Ci - C2x) e"2x.
dv dz

186. -^ + 2 = 0, — + 4y = 0.
ax ax

Orae. y=Cie2x+C2e-2a:, 2 = -2(Cie2x -C2e"2x).
dy d2

187. h 2y + 2 = sin x, — 4y — 2z = cos x.

dx ax

Ome. у = C\ + C2x + 2 sin x, 2 = —2Ci — C2 (2x + 1) — 3 sin x — 2 cos x.

dx dy d2
188._ = y + 2, -=, + ,, 5

= x + y.

Ome. « = Cie-' + C2e2«, j/= C3e-< + C2e2t, 2 = -(Ci + С3)е"' + C2e2t.

189
* =1-1, £-

l

dx 2 dx у
— x

Ome. 2 = C2ecix, y = x+——-e-cix.
CiC2

n dy
_

x dz
_

x

dx yz

'
dx y2

Ome. - = Ci, 2y2 x2 = C2.
У 2

Исследовать, является ли решение х = 0, у = 0 устойчивым для следующих

систем дифференциальных уравнений:

dx dy
191. —- = 2х — Зу, — = 5х + бу. Ome. Неустойчиво.

dt dt

dx dy
192. — = —4x — Юу, —- = x

— 2y. Отв. Устойчиво.
dt dt
dx dit

193. — = 12x + 18y, -p
= -8x - 12y. Ome. Неустойчиво.

dt dt
194. Найти приближенные значения решения уравнения у' = у2 + х,

удовлетворяющего начальному условию у = 1 при х = 0. Значения решения найти при

значениях х = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5. Отв. у (0,5) = 2,235.

195. Найти приближенное значение у|х=1 4 решения уравнения у' Н— у = ех,

удовлетворяющего начальному условию у = 1 при х = 1. Сравнить полученный
результат с точным решением.

196. Найти приближенные значения x\t_. 4
и y\t=1 4 решений системы урав-

dx dy
нений — = у

—

х,
—- = —х

— Зу, удовлетворяющих начальным условиям:
dt dt

х = 0, у = 1 при 4 = 1. Сравнить полученные значения с точными.



Глава XIV

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 1. Двойной интеграл

Рассмотрим в плоскости Оху замкнутую*) область D,
ограниченную линией L.

Пусть в области D задана непрерывная функция

z = f(x, у).

Разобьем область D какими-нибудь линиями на п частей: Д£ь
Д52, Д5з, ..., Д5П (рис. 292), которые будем называть

площадками. Чтобы не'вводить новых символов, будем
обозначать через Д5х, ..., Д5П не только названия

соответствующих площадок, но и их площади. В

каждой из площадок ASi (внутри или на границе
—

безразлично) возьмем точку Р^ тогда будем иметь п

-q\ Г точек: Рь Р2, ..., Рп- Обозначим через /(Pi), /(Яг),

Рис 292 •"' ^(^п) значения функции в выбранных точках и

составим сумму произведений вида / (Pi) Д5г:
п

Кп = /(Р1)Д51+/(Р2)Д52 + ... + /(Рп)Д5п = 2/№)Д^. (1)
i=i

Эта сумма называется интегральной суммой для функции
/ (х, у) в области D.

Если / ^ 0 в области D, то каждое слагаемое f (Pi) ASi можно

представить геометрически как объем малого цилиндра, основание

которого есть ASi, а высота /(Рг).
Сумма Vn есть сумма объемов указанных элементарных

цилиндров, т.е. объем некоторого «ступенчатого» тела (рис. 293).
Рассмотрим произвольную последовательность интегральных

сумм, составленных с помощью функции / (х, у) для данной
области D:

Vni, Vn,, ..., Vnk, ... (2)

*' Область D называется замкнутой, если она ограничена замкнутой линией,
и точки, лежащие на границе, считаются принадлежащими области D.
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Рис. 293. Рис. 294.

при различных способах разбиения области D на части AS{. Будем
предполагать, что максимальный диаметр площадок Д5г
стремится к нулю при nk —► оо. При этом оказывается справедливым

следующее утверждение, которое мы приводим без доказательства.

Теорема 1. Если функция f (х, у) непрерывна в замкнутой
области D, то существует предел последовательности (2)
интегральных сумм (1), если максимальный диаметр площадок Д5г
стремится к нулю, а п —► оо. Этот предел один и тот otce для

любой последовательности вида (2), т. е. он не зависит ни от

способов разбиения области D на площадки ASi, ни от выбора
точки Pi внутри площадки Д5г.

Этот предел называется двойным интегралом от

функции / (х, у) по области D и обозначается так: // / (Р) dS или

D

II/(s, y)dxdy, т.е.

D

,. Нлтс nZ/№)Au= ///(*> V)dxdy.
diam ДSi—Of—' J J

i=l
D

Здесь область D называется областью интегрирования.
Если / (х, у) ^ 0, то двойной интеграл от функции / (х, у)

по области D равен объему тела Q, ограниченного поверхностью,

образующие которой параллельны оси Oz, а направляющей служит
граница области D (рис. 294).

Рассмотрим, далее, следующие теоремы о двойном интеграле.

Теорема 2. Двойной интеграл от суммы двух функций
<р (х, у) + ф (х, у) по области D равен сумме двух двойных

интегралов по области D от каэюдой из функций в отдельности:

[р (х, у) + ф (х, у)] dS= <р (х, у) ds+ ф (х, у) dS.

D D D
//
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Теорема 3. Постоянный множитель можно вынести за знак

двойного интеграла: если а = const, то

// atp(х, y)dS = a Пр(х, у)dS.

Доказательство обеих этих теорем приводится совершенно так

же, как доказательство соответствующих теорем для определенного

интеграла (см. т. I, гл. XI, §3).
Теорема 4. Если область D разбита на две области D\ и D<i

без общих внутренних точек, и функция f (х, у) непрерывна во

всех точках области D, то

II f(x, y)dxdy= N /(х, y)dxdy+ 11 /(x, y)dxdy. (3)
D Di D2

Доказательство. Интегральную сумму по

области D можно представить в виде (рис. 295)

£/(Д)Дй = £/№)Дй + £/№)Дй, (4)
D Di D2

X

где первая сумма содержит слагаемые,

соответствующие площадкам области D\, вторая
—

соответствующие площадкам области D^- В самом деле, так как

двойной интеграл не зависит от способа разбиения, то мы производим

разбиение области D так, что общая граница областей D\ и D2
является границей площадок AS;. Переходя в равенстве (4) к

пределу при AS{ —► 0, получим равенство (3). Очевидно, что эта

теорема справедлива для любого числа слагаемых.

§ 2. Вычисление двойного интеграла

Пусть область D, лежащая в плоскости Оху, такова, что всякая

прямая, параллельная одной из координатных осей, например оси

Оу, и проходящая через внутреннюю*^ точку области, пересекает

границу области в двух точках N\ и iV2 (рис. 296).
Мы предположим, что в рассматриваемом случае область D

ограничена линиями у
= <р\ (х), у = ^(х), х =

а, х = Ь,
причем ipi (х) ^ <£г(х), а < 6, а функции <р\ (х) и if2 (x) непрерывны
на отрезке [а, Ь]. Такую область мы будем называть

правильной в направлении оси Оу. Аналогично определяется область,
правильная в направлении оси Ох.

*' Под внутренней точкой области мы подразумеваем точку, не лежащую на

границе области.



§21 ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 147

Область, правильную как в направлении оси Ох, так и в

направлении оси Оу, мы будем называть просто правильной
областью.

На рис. 296 показана именно правильная область D.

Пусть функция / (х, у) непрерывна в области D.

Рассмотрим выражение

Id= I [ I f(x'y)dy)dx>
а

фХ (я)

которое мы будем называть двукратным интегралом от

функции / (х, у) по области D. В этом выражении сначала вычисляется

интеграл, стоящий в скобках, причем интегрирование
производится по ?/, а х считается постоянным. В результате интегрирования

получится непрерывная*) функция от х:

<р2(х)

Ф(а)= / f(x,v)dy.

Vi (я)

Эту функцию мы интегрируем по х в

пределах от а до Ь:

ь

ID = I ф (х) dx.

k*LN,

В результате получается некоторое постоянное число.

Пример. Требуется вычислить двукратный интеграл

1 х2

ID = J (f(x2 + y2)dy\dx.
о о

Решение. Вычисляем сначала внутренний интеграл
(стоящий в скобках):

X

Ф(Х) = J(x2+y2)dy: 2 , У
2\3

:АЧ^ ^4 , 1в

Интегрируя полученную функцию в пределах от 0 до 1, находим

1

1 (*•+$) dx ■
*£ .и

я7
5 ^

3-7
+

1
_

26

21
~

105
*

Определим область D. В данном случае в качестве D рассматривается область,

ограниченная линиями (рис. 297) у = 0, у = х2, х = 0, х = 1.

*) Мы здесь не доказываем того, что функция Ф(х) непрерывна.
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Может случиться, что область D такова, что одна из функций
У = Ч>\ (х), У — ^Рч (х) не может быть задана одним аналитическим

выражением на всем участке изменения х (от х = а до х = Ь).
Пусть, например, а < с < 6, причем <pi (x) = ф (х) на отрезке

[а, с], (fi(x) — х(х) на отрезке [с, Ь], где ф(х) и \(х) — функции,
заданные аналитически (рис. 298). Тогда двукратный интеграл
запишется следующим образом:

<р2(х) 4>г(х) 4>2(х)

V?i(i)

/( f(x,y)dy\dx=l f(x,y)dy)dx+( f(x,y)dyjdx
=

a (pi(x) с (pi(x)

С <Р2{х) b <P2{x)

= /( jf^y)dy)dx + J( jf{x,y)dy\dx.
ф(х) X{x)

y=q>2(x)

Первое из этих равенств написано на основании известного свойства

определенного интеграла, а второе
— в силу того, что на участке

[а, с] имеем <pi (x) =ф(х), а на участке

[с, Ь] имеем ipi (x) =х(х).
Аналогичная запись для

двукратного интеграла имела бы место и в том

случае, если бы функция (^г(^)
задавалась различными аналитическими

выражениями на различных участках

отрезка [а, Ь].
с ох Установим некоторые свойства дву-

Рис. 298. кратного интеграла.
Свойство 1. Если правильную в направлении оси Оу область

D разбить на две области D\ и D^ прямой, параллельной оси Оу
или оси Ох, то двукратный интеграл Id no области D будет
равен сумме таких же интегралов по областям D\ и D2, т. е.

Id = Id, + Id2 • (1)

Доказательство, а) Пусть прямая х = с (а < с < Ь) разбивает
область D на две правильные в направлении оси Оу области *)

Di и D2. Тогда

Ь <Р2{х) Ь с Ь

ID = I
f(x,y)dy)dx= \<b(x)dx= IФ (x) dx + / Ф (x) dx =

а- ф\{х) а а с

*) Тот факт, что часть границы области D\ (и области £>г) является куском

вертикальной прямой, не мешает этой области быть правильной в направлении

оси Оу: ведь для того, чтобы область была правильной, необходимо только,
чтобы всякая вертикальная прямая, проходящая через внутреннюю точку области,
имела с границей не более двух общих точек.
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<р2{х) Ь <Р2(х)

= i f(x,y)dy)dx+( f(x,y)dy)dx = IDl + ID2 .

a (pi(x) с v>i(z)

б) Пусть прямая у = h разбивает область D на две правильные

в направлении оси Оу области D\ и D<i так, как изображено на

рис. 299. Обозначим через М\ и М^
точки пересечения прямой у = h с границей
L области D. Абсциссы этих точек

обозначим через а\ и Ь\. ^

Область D\ ограничена
непрерывными линиями:

1) у = ч>\ 0*0;
2) кривой А1М1М2В, уравнение

которой условно запишем в форме

У = Ч>1 О*),

У=Ч>2(х)

О а а, b,b x

Рис. 299.

имея при этом в виду, что <pj (х) = <р2 (х) при а ^ х ^ а\ и при

Ь\ ^ х ^ b и что

<pl (х) — h при а\ ^ х ^ fti;

3) прямыми х = а, х = Ь.
Область £>2 ограничена линиями у

= ф\ (х), у = <Р2(х), где

CL\ ^ X ^ Ь\.
Напишем тождество, применяя к внутреннему интегралу теорему

о разбиении промежутка интегрирования:

Ь <р2{х) Ь V>I(z) V>2(z)

Id= ( f(x,y)dy)dx=( f(x,y)dy+ f(x,y)dy)dx =
a (pi(x) a (pi(x) Vi(^)

b Vl(^) b <P2{x)

= /( f(x,y)dy)dx+( f(x,y)dyjdx.
a (pi(x) a <pl(x)

Последний интеграл разобьем на три интеграла, применяя к

внешнему интегралу теорему о разбиении промежутка
интегрирования:

Ь V>2(z) <ц V>2(z)

V>!(z)

/( J f(x,y)dyjdx= I ( I f(x,y)dy\dx-
a ^(x)

bi <P2(x)

/( f(x,y)dy)dx=( f(x,y)dyjdx;
ai <p+(x)

b <p2{x)

bx <pl(x)
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так как <pj (х) = <^2 (#) на отрезке [a, ai] и на отрезке [6i, 6], то

первый и третий интегралы тождественно равны нулю. Поэтому

¥>!(*) V2(x)

Id= { / f(x,y)dy)dx+ ( / f(x,y)dy)dx.
V?i(x) ai v?J (x)

#

Здесь первый интеграл есть двукратный интеграл по области £>i,

второй
— по области Дг- Следовательно,

Id = Idi + ib2 •

Доказательство будет аналогично при любом положении

секущей прямой М1М2. Если прямая MiM2 разобьет область D на

три или большее число областей, то получим соотношение,

аналогичное соотношению (1), в правой части которого будет стоять

соответствующее число слагаемых.

Следствие. Каждую из полученных
областей мы можем прямой,
параллельной оси Оу или оси Ох, снова разбить
на правильные в направлении оси Оу
области и к ним применить равенство

(1). Таким образом, область D можно

разбить прямыми, параллельными осям

координат, на любое число правильных
областей D\, D2, D3, ..., А, и при этом

будет справедливо утверждение, что

двукратный интеграл по области D равен сумме двукратных
интегралов по частичным областям, т. е. (рис. 300)

ш

Рис. 300.

Id = Idi + Id2 + Id3 + • • • + Id, - (2)

Свойство 2 (оценка двукратного интеграла). Пусть т и

М — наименьшее и наибольшее значения функции f (x, у) в

области D. Обозначим через S площадь области D. Тогда имеет

место соотношение

Ь V2 (я)

mS^ji j f(x,y)dy\dx^MS. (3)

Доказательство. Произведем оценку внутреннего интеграла,
обозначив его через Ф(х):

V2 (я) <р2(х)

Ф(я)= / f(x,y)dy^ / Мdy = М[р2 (х) - <рг (х)].
VI (я) *Pi(x)
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Тогда

Ь V2(х) Ь

Id= i / f(x,y)dy)dx^M [р2 (х) - <рг (х)] dx = MS,
а

<рг (я) a

ID^MS. (3')

Аналогично,

V2 {х) <р2 (х)

Ф(х)= / f(x,y)dy^ / mdy = m[ip2(x) -<pi(x)],
Vi(x) Vi{x)

Ь Ь

Id = / Ф {х) dx ^ т [р2 (х) — ц>\ (х)] dx = mS,

т.е.

ID ^ mS. (3")

Из неравенств (3;) и (3/;) и следует соотношение (3):

mS ^ID < MS.

В следующем параграфе мы выясним геометрический смысл этой

теоремы.

Свойство 3 (теорема о среднем). Двукратный интеграл Id
от непрерывной функции f (х, у) по области D с площадью S
равен произведению площади S на значение функции в некоторой
точке Р области D, т.е.

Ь V2 {х)

/( / f{x,y)dyyx = f(P)S. (4)
a

pi (х)

Доказательство. Из соотношения (3) получаем:

т ^ 5 Id < М.

Число -~ Id заключено между наибольшим и наименьшим

значениями функции f(x,y) в области D. В силу непрерывности

функции / (х, у) она принимает в некоторой точке Р области D

значение, равное числу -qId, т.е.

±iD = f(p),

откуда

ID=f(P)S. (5)
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§ 3. Вычисление двойного интеграла (продолжение)

Теорема. Двойной интеграл от непрерывной функции / (х, у)
по правильной области D равен двукратному интегралу от этой

функции по области D, т.е.*)

Ь <Р2 (я)

f(x,y)dxdy=( / f(x,y)dy)dx.
D a <Pi (x)

Доказательство. Разобьем область D прямыми,
параллельными осям координат, на п правильных (прямоугольных) областей

Д5Ь Д52, ..., ASn.
На основании свойства 1 (формула (2)) предыдущего параграфа

имеем:
п

Id = IaSi + Ias2 + • • • + Ias» — 2J I&Si • (1)
i=i

Каждое из слагаемых, стоящих справа, преобразуем по теореме

о среднем для двукратного интеграла:

lASi=f(Pi)ASi.

Тогда равенство (1) примет вид

п

Ь = /(Р1)Д51+/(Р2)Д52 + ... + /(Рп)Д5п = ^/(Рг)Д5ь (2)
г=1

где Pi — некоторая точка области Д5;. Справа стоит интегральная

сумма для функции / (х, у) по области D. По теореме о

существовании двойного интеграла следует, что предел этой суммы при

п —у оо и стремлении наибольшего диаметра площадок ASi к

нулю существует и равен двойному интегралу от функции / (х, у) по

области D. Величина двукратного интеграла Id, стоящего в левой

части равенства (2), не зависит от п. Таким образом, переходя к

пределу в равенстве (2), получим

ID= lim V/(P0A5,-= If fix, y)dxdy,
diam ДSi —»0 *—' J J

ИЛИ

// f(x,y)dxdy = ID. (3)

*) При этом мы снова полагаем, что область D— правильная в направлении

оси Оу и ограничена линиями у = ц>\ (ж), у = ц>2 (#)> х = а, х = Ь.
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Выписывая подробно выражение двукратного интеграла Id,
окончательно получим

<р2{х)

f(x,y)dxdy=( / f(x,y)dy)dx.
D a <pi {x)

(4)

Замечание 1. Для случая, когда f (х, у) ^ 0, формула (4)
имеет наглядное геометрическое толкование. Рассмотрим тело,

ограниченное поверхностью z = f{x,y), плоскостью z = 0 и

цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны
оси Oz, а направляющей служит граница области D (рис. 301).
Вычислим объем этого тела V.

Выше было показано, что

объем этого тела равняется двойному
интегралу от функции / (х, у) по

области D:

гЧ(*>У)

v = f(x, y)dxdy. (5)

Рис. 301.

Вычислим теперь объем

этого тела, пользуясь

результатами §4 гл. XII т. I о вычислении

объема тела по площадям

параллельных сечений. Проведем
плоскость х = const (а < х < 6),
рассекающую рассматриваемое тело. Вычислим площадь S (х) фигуры,
получающейся в сечении х = const. Эта фигура есть

криволинейная трапеция, ограниченная линиями z = f (х, у) (х = const), z — 0,
У — <Pi (#), У = У>2 (#)• Следовательно, эта площадь выразится

интегралом

S(x)= J f(x,y)dy. (6)

Vi (z)

Зная площади параллельных сечений, легко найти объем тела

о

■/V = S(x)dx
а

или, подставляя выражение (6) для площади 5(х), получаем

Ь V2 (я)

V = J( J f(x,y)dyyx.
a

v?! (x)

(7)



154 КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [ГЛ. XIV

В формулах (5) и (7) левые части равны, следовательно, равны и

правые:
Ь <Р2 {х)

f(x,y)dxdy=( / f(x,y)dyjdx.
D a <Pi (x)

Теперь нетрудно выяснить и геометрический смысл теоремы

об оценке двукратного интеграла (свойство 2 предыдущего

параграфа): объем тела V, ограниченного поверхностью z = f(x,y),
плоскостью z = 0 и цилиндрической поверхностью, направляющей
которой служит граница области D, превосходит объем цилиндра
с основанием S и высотой т, но меньше объема цилиндра с

основанием S и высотой М (где т и М— наименьшее и наибольшее

значения функции z = f(x, у) в области D (рис. 302)). Это следует
из того, что двукратный интеграл Id равен объему этого тела V.

*Ч(х>У)
z=x+y+l

Рис. 302. Рис. 303.

Пример 1. Вычислить двойной интеграл //(4
— х2 — y2)dxdy, если область

D

D ограничена прямыми ж = 0, а: = 1, у = 0, у = 3/2.
Решение. На основании формулы (4)

3/2 1 3/2
г

V = J ( Г(4-х2- y2)dx\dy = J Ux - ^ - у2х\ dy =

0 0 0

°

3/2

= /Н-Ф=М*-т)
3/2

0

35
8

'

Пример 2. Вычислить двойной интеграл от функции / (ж, у) = 1 + х + у по

области, ограниченной линиями у = —х, х = ^~у, у = 2, z = 0 (рис. 303).
Решение.

2 у/Т 2

х + ~2 + ХУ
sTv

dy :
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2

= J [(у¥ + f + У у/у) - {-У + £ - У2)] dy.

2
3

2у2 , Зу2, 2у2 yfl2 _ 44
"^

4
^

5
^

6
~

15 ^2+Щ.

Замечание 2. Пусть правильная в

направлении оси Ох область D ограничена линиями

х = фг (у), х = 1р2 (у), У = с, у = d, причем

Фг (У) ^ Ф2 {у) (рис. 304).
Очевидно, что в этом случае

d V>2 (у)

fff (х, у) dx dy =J ( Jf (x, у) dx\ dy. (8)
D с Vi (у)

Для вычисления двойного интеграла его надо представить в

виде двукратного. Как мы видели выше, это можно сделать двумя

различными способами: или по формуле (4) или по формуле (8).
В каждом конкретном случае в зависимости от вида области D

или подынтегральной функции мы выбираем ту или иную формулу
для вычисления двойного интеграла.

Рис. 304.

Пример 3. Изменить порядок интегрирования в интеграле

/ = /(//(*,,)<) dy J dx.

Рис. 305.
Решение. Область интегрирования ограничена прямой у = х

и параболой у = у/х~ (рис. 305).
Всякая прямая, параллельная оси Оя, пересекает границу области не более

чем в двух точках; следовательно, можно вычислять интеграл по формуле (8),
полагая

Ф\ (У) = У2, ^2 (у) = У, 0 ^ у ^ 1;

тогда
1 у

dy.
О у2

Рис. 306.

Пример 4. Вычислить // еу/ж dS, если область D представляет треугольник,
D

ограниченный прямыми у = я, у = 0, х = 1 (рис. 306).
Решение. Заменим данный двойной интеграл двукратным. При этом

воспользуемся формулой (4). (Если бы мы применили формулу (8), то нам пришлось

бы интегрировать функцию еу/ж по х; но этот интеграл не берется в

элементарных функциях.)

/

01

0

А
М
t
Г х
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1 х 1

[J ey/x dS= I ( I еУ'х dy\ dx = Пхе*'* dx =

0\

I- (е — \)dx = (е -

v <Г2
= 0,859...

Замечание 3. Если область D не является

правильной ни в направлении оси Ох, ни в направлении
оси Оу (т.е. существуют вертикальные и горизон-

Рис 307. тальные прямые, которые, проходя через внутренние
точки области, пересекают границу области более чем в двух

точках), то двойной интеграл по этой области мы не можем

представить в виде двукратного. Если удается разбить неправильную
область D на конечное число правильных или в направлении оси

Ох, или в направлении оси Оу областей D\, D2, •••, Dn, то,
вычисляя двойной интеграл по каждой из этих областей с

помощью двукратного и складывая получившиеся результаты, мы

получим искомый интеграл по области D.

На рис. 307 показан пример того, как

неправильную область D можно разбить на три

правильные области D\, D<i и D3.
Пример 5. Вычислить двойной интеграл J еж+у dS

D

по области £>, заключенной между двумя квадратами
с центром в начале координат и сторонами, параллель-

•
ными осям координат, если каждая сторона внутреннего

Рис. 308. квадрата равна 2, а внешнего 4 (рис. 308).
Решение. Область D является неправильной. Однако прямые i = -1hi = 1

разбивают ее на четыре правильные области D\, D<i, D$, D\. Поэтому

II ех+У dS = II ех+у dS + II ех+У dS + II ех+У dS + /У ех+У dS.

D Dx D2 Г>3 £>4

Представляя каждый из этих интегралов в виде двукратного, найдем:
-12 12

II ех+у dS= I ( I ех+у dy\dx+ /" ( f ex+y dy\ dx+

2 X

(е2 е-2)(е-

1(1 ех+у dy\dx+ I ( I ех+у dy\dx =
-1 -2 1 -2

е"2) + (е2 - е) (е - е"1) + (е"1 - е~2) (е - е"1)+
+ (е2 - е"2) (е2 - е) = (е3 - е-3) (е - е"1) = 4 sh3sh l.

Замечание 4. В дальнейшем, записывая двукратный интеграл

Id = J i / f(x, y)dyjdx,
a

v?! (x)



§4] ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДЕЙ И ОБЪЕМОВ 157

мы будем опускать скобки, в которые заключен внутранний

интеграл, т.е. будем писать

Ь V2 (я)

Id = / f(x, y)dydx.
a

ipx (х)

При этом, так же как и при наличии скобок, мы будем считать,
что первое интегрирование совершается по той переменной,
дифференциал которой написан первым, а затем по той переменной,
дифференциал которой написан вторым. (Заметим, однако, что

это не является общепринятым; в некоторых книгах принято
противоположное условие: интегрировать сначала по той переменной,
дифференциал которой занимает последнее место*).)

§ 4. Вычисление площадей и объемов

с помощью двойных интегралов

1. Объем. Как мы видели в §1, объем V тела, ограниченного

поверхностью z = f (x, у), где /(х, у) — неотрицательная функция,
плоскостью z = 0 и цилиндрической поверхностью, направляющей
для которой служит граница области D, а образующие
параллельны оси Oz, равен двойному интегралу от функции / (х, у) по

области D:

= //№,,) dS.

x+y+z=l

Пример 1. Вычислить объем тела, ограниченного

поверхностями я = О, у = О, х + у + z = 1, z = 0 (рис. 309).
Решение. V = //(1 — х — y)dydx, где D

—

заштрихо-
D

ванная на рис. 309 треугольная область в плоскости Оху,
ограниченная прямыми х = 0, у = 0, х + у

= 1. Расставляя

пределы в двойном интеграле, вычислим объем:

1 1-х

х — y)dydx ■■ П
„211

(1 -«)»-%- dx =/i(i. х2) dx = ^
.

Итак, V =

^ куб. единиц.

*' Очень часто употребляется также такой вид записи:

Ь <Р2 (*) Ь <Р2 (*)

Id = J ( J f(x,y) dy) dx= dx J f (x, y) dy.
a

lfl (ж) а
Vl (ж)
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Замечание 1. Если тело, объем которого ищется,

ограничено сверху поверхностью z = Ф2 (х, у) ^ 0, а снизу
—

поверхностью
z = Ф\ (х, у) ^ 0, причем проекцией обеих поверхностей на

плоскость Оху является область D, то объем V этого тела равен

разности объемов двух «цилиндрических» тел; первое из этих

цилиндрических тел имеет нижним основанием область D, а

верхним— поверхность z = Ф2 (х, у); второе тело имеет нижним

основанием также область D, а верхним
—

поверхность z = Ф\(х,у)
(рис. 310).

Поэтому объем V равен разности двух
двойных интегралов:2^Ф2(*>У)

= Ц Ф2 (х, у) dS - II Фг (х, у) dS,

или

V -//(•.сx,y)-Ф1(x,y)]dS. (1)

Рис. 310. Легко, далее, доказать, что формула (1)
верна не только в том случае, когда Ф\ (х, у) и Ф2 (х, у)
неотрицательны, но и тогда, когда Ф\ (х, у) и Ф2 (х, у) —любые

непрерывные функции, удовлетворяющие соотношению

Ф2 (х, у) ^ Фх (х, у).
Замечание 2. Если в области D функция /(х, у) меняет знак,

то разбиваем область на две части: 1) область £>i, где /(х, у) ^ 0;
2) область £>2, где /(х, у) ^ 0. Предположим, что области D\ и £>2
таковы, что двойные интегралы по этим областям существуют.

Тогда интеграл по области D\ будет положителен и будет равен

объему тела, лежащего выше плоскости Оху. Интеграл по D2
будет отрицателен и по абсолютной величине равен объему тела,
лежащего ниже плоскости Оху. Следовательно, интеграл по D

будет выражать разность соответствующих объемов.

2. Вычисление площади плоской области. Если мы составим

интегральную сумму для функции / (х, у) = 1 по области D, то

эта сумма будет равна площади 5,

5 = ]Г1.Дй,
г=1

при любом способе разбиения. Переходя к пределу в правой части

равенства, получим:

S = dxdy.
D

Если область D — правильная (см., например, рис. 296), то

площадь выразится двукратным интегралом
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<р2(х)

*=/(/*)*•
VI (я)

Производя интегрирование в скобках, имеем,

очевидно,

6

S = [if2 (х) - ifx (x)] dx
а

(ср. §1 гл. XII т. I).
Пример 2. Вычислить площадь области, ограниченной кривыми

у = 2 - я2, у = х.

Решение. Определим точки пересечения данных кривых (рис. 311). В

точке пересечения ординаты равны, т.е. х = 2 — х2, отсюда х2 + х — 2 = О,

х\ = —2, Х2 = 1. Мы получили две точки пересечения:

Mi (-2;-2), М2(1;1).

Следовательно, искомая площадь

Рис. 311.

1 2-х" 1

5 = [ ( f dyjdx = f(2 - х2 - x)dx = \2x
- ^- - ^1

-2 х -2

§ 5. Двойной интеграл в полярных координатах

Пусть в полярной системе координат в, р задана такая область Д
что каждый луч*\ проходящий через внутреннюю точку области,
пересекает границу области D не более чем в двух точках.

Предположим, что область D ограничена кривыми

и лучами

р = Фх(0), р = Ф2(в)

в = а и в = /3,

причем

Ф1 (0) ^Ф2(0) и а < /3

(рис. 312). Такую область снова будем называть правильной.
Пусть в области D задана непрерывная функция от координат

вир:

*) Лучом мы будем называть каждую полупрямую, исходящую из начала

координат, т. е. из полюса Р.
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р-Ф/ej

Разобьем область D каким-нибудь способом на площадки AS\,
AS2, ..., ASn.

Составим интегральную сумму:
п

Vn = Y,F(Pk)ASk, (1)
k=i

где Рк — некоторая точка площадки

ASk.
Из теоремы существования

двойного интеграла следует, что при
стремлении наибольшего диаметра

площадки ASk к нулю существует

предел V интегральной суммы (1). Этот

предел V есть, по определению,

двойной интеграл от функции F (0, р) по

области D:

Р-Ф/W

Рис. 312. V -11™ p)dS. (2)

Займемся вычислением двойного интеграла в этом случае.
Так как предел интегральной суммы не зависит от способа

разбиения области D на площадки ASk, то мы можем разбить
область наиболее удобным способом. Таким наиболее удобным
для вычисления способом будет разбиение области с помощью

лучей в = в0, в = 0i, 0 = 02, ..., 0 = 0п (где 0О = а, 0П = /?,
0о < 0i < 02 < • • • < 0п) и концентрических окружностей р = р0,

p = Pi, ..., р = рт (где Ро равно наименьшему значению функции
Oi (0), а рш

— наибольшему значению функции Ф2 (0) в промежутке

а^0^^; р0 <pi < ... <pm).
Обозначим через ASik площадку, ограниченную линиями

р
= р{-\, P = Pi, в = вк-1, в = вк.

Площадки ASik будут трех видов: 1) не пересекаемые границей,
лежащие в области D; 2) не пересекаемые границей, лежащие вне

области D; 3) пересекаемые границей области D.

Сумма слагаемых, соответствующих пересекаемым границей

площадкам, имеет пределом нуль при Авк —► 0 и Ар{ —► 0, и потому
эти слагаемые мы не будим принимать в расчет. Площадки ASik,
которые лежат вне области D, вообще не входят в интегральную

сумму и поэтому нас не интересуют. Следовательно, интегральную

сумму можно записать следующим образом:

^« = Е
*:=!

J^F{Pik)ASik

где Pik — произвольная точка площадки ASik.
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Двойной знак суммирования здесь следует понимать в том

смысле, что мы сначала производим суммирование по индексу г,

считая к постоянным (т.е. отбираем все слагаемые, соответствующие

площадкам, заключенным между двумя соседними лучами*) ).
Внешний знак суммирования означает, что мы собираем вместе

все суммы, получившиеся при первом суммировании (т.е.
суммируем по индексу к).

Найдем выражение площади площадки ASik, не пересекаемой
границей области. Она будет равна разности площадей двух
секторов

ASik = \ (Pi + APi)2 Авк -\р\ Авк = (Pi + ^) APi Авк,

или ASik = Р* APi Авк , где р* <р{<р{ + Ар{.
Таким образом, интегральная сумма будет иметь вид**)

"-Е
к=1

^Р{91,р1)р\Ар,Авк

где Р{в*к; р*)—точка площадки ASik- Вынесем теперь множитель

Авк за знак внутренней суммы (это можно сделать, так как он

является общим множителем для всех слагаемых этой суммы):

V» = E
fc=l L г

Y,F{el,p*)p*APi Авк.

Предположим, что Ар{ —► О, а Авк остается постоянным. Тогда
выражение, стоящее в скобках, будет стремиться к интегралу

Ф2(01.)

/ F(0*k1p)pdp.

*i('£)

*) Заметим, что при суммировании по индексу г этот индекс будет пробегать
не все значения от 1 до т, так как не все площадки, лежащие между лучами

О = 0£ и в = Ok+i, принадлежат области D.

**) Рассматривать интегральную сумму в таком виде мы можем потому, что

предел суммы не зависит от положения точки внутри площадки.
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Теперь, полагая, что Д0& —► 0, окончательно получим
*)

(В Ф2 (в)

а фх (в)

Формула (3) служит для вычисления двойного интеграла в

полярных координатах.
Если первое интегрирование производить по 0, а второе по р,

то получим формулу (рис. 313):
Й2 ш2{р)

V = J( J F{0,P)de)pdp. (з')
Pi "i(p)

Пусть требуется вычислить двойной интеграл от функции
/(х, у) по области D, заданной в прямоугольных координатах:

// /(я, y)dxdy.
D

Если область D является правильной в полярных координатах 0, р,

y?+y*+J=4a2

Рис. 313.

х?+(у-а)2=а2

Рис. 314.

то вычисление данного интеграла можно свести к вычислению

двукратного интеграла в полярных координатах.

*) Наш вывод формулы (3) не является строгим; при выводе этой формулы
мы стремили к нулю сначала Др», оставляя Д0& неизменным, и только затем

стремили А$к к нулю. Это не вполне соответствует определению двойного

интеграла, который мы рассматриваем как предел интегральной суммы при
стремлении диаметров площадок к нулю (т. е. при одновременном стремлении к нулю

А0ь и Др;). Однако несмотря на допущенную нестрогость доказательства,

результат верен (т.е. формула (3) справедлива). Строгий вывод этой формулы
можно было бы получить тем же методом, который был применен при
рассмотрении двойного интеграла в прямоугольных координатах. Заметим также, что

эта формула будет выведена еще раз в § б из других соображений (как частный

случай более общей формулы преобразования координат в данном интеграле).
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Действительно, так как

х = р cos 0, у = р sin 0,

/(я, y) = /(pcos0, psin0) = F(0, р),

то, следовательно,

/з ф2 (^)

f(x,y)dxdy= / ( / /(pcos0, psin0)pdpjd0.
£> а Ф1 (0)

163

(4)

Пример 1. Вычислить объем V тела, ограниченного сферической
поверхностью

и цилиндром

х2 + у2 + z2 = 4а2

х2 + у2 - 2ау :

Решение. За область интегрирования здесь можно взять основание цилиндра

х2 + У2 — 2ау = 0, т. е. круг с центром в точке (0, а) и радиусом а. Уравнение
границы этого круга можно записать в виде х2-\-(у—а)2 = а2 (рис. 314). Вычислим

1/4 искомого объема V, а именно ту его часть, которая расположена в первом

октанте. Тогда в качестве области интегрирования придется взять полукруг,

границы которого определяются уравнениями

х = Ч>\ (у) = 0, х = <р2 (у) = у/ 2ау - у2 , у — 0, у = 2а.

Подынтегральная функция

z — f (х, у) = у/ 4а2 - х2 — у2 .

Следовательно,
2а у/2ау-у2

±V=f( I V'4а2 -х2 -у2 dxjdy.
о о

Преобразуем полученный интеграл к полярным

координатам в, р:

х — р cos в, у = р sin в.

Определим границы интегрирования. Для этого

напишем уравнение данной окружности в полярных

координатах: так как

0\
ш 2а

^2 , „2 _ Л
х л-у — р , у = р sin 0,

Рис. 315.

то р2 — 2а р sin0 = 0 или р = 2а sin0. Следовательно, в полярных координатах

(рис. 315) границы области определяются уравнениями:

р = ф1(0) = О, р = Ф2(0) = 2a sin 0, а = 0, /3 = тг/2,

а
подынтегральная функция имеет вид

F(e,P) = y/4*2-p2-



164 КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [ГЛ. XIV

Таким образом, получаем:

тг/2 2а sin

4

тг/2 2а sintf *У2

/(/1/3^,*)-/[-й^]
2а sine

d0:

О О

ir/2 1г/2

■± /* [(4а2 - 4а2 sin2 0)3/2 - (4а2)3/2] dO = ^ j (1-cos3 0)<0 = | а3(Зтг-4).

Пример 2. Вычислим интеграл Пуассона

/•- dx.

Решение. Вычислим сначала интеграл Ir = JJe~x"~y dxdy> где область

D

интегрирования D есть круг х2 + у2 = В2 (рис. 316).
Перейдя в приведенном интеграле к полярным координатам 0, р, получаем:

2ir Л

Ir = j (je-r2 pdf^de = -\j<
о о

d0 = 7r(l-e-H ).

Если теперь мы будем неограниченно увеличивать радиус Я, т. е.

неограниченно расширять область интегрирования, то получим так называемый

несобственный кратный интеграл:

2ir Л

/(/е-"2 PdP)d0 = ^^/(/e-2 PdP)dO = ^.(1 - в"«2)
О О

Покажем, что интеграл /д = // е~х ~у
dxdy стремится к пределу 7Г, если

D

область D' произвольной формы расширяется так, что в конце концов любая

Рис. 316. Рис. 317.

точка плоскости попадает в область D' и остается в ней (такое расширение
области D' мы будем условно записывать соотношением D' —► +оо).

Пусть R\ и Яг — наименьшее и наибольшее расстояния границы области D'

от начала координат (рис. 317).
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_ 2_ 2
Так как функция е

х у > 0 всюду, то справедливы неравенства

IRl ^ jje~*2-y2 dxdy^IR2
D'

ИЛИ

тг (l - e~R2) ^ //е-х2-у2 dxdy^Tr(l- e'*l) .

Так как при D' —► +оо, очевидно, R\ —► +оо и Яг —► +оо, то крайние части

неравенства стремятся к одному и тому же пределу 7Г. Следовательно, к этому

пределу стремится и средний член, т.е.

lim / / е~х ~у dxdy — ir. (5)
D'-++ooJJ

D'

Пусть, в частности, область D'— квадрат со стороной 2а с центром в начале

координат, тогда

а а

//ех у dxdy = I I е
х у dxdy = / / е

х
е у dxdy ■■

= /(/.--».-»-.)*.
Вынесем теперь за знак внутреннего интеграла сомножитель е у (это можно

2

сделать, так как е у не зависит от переменной интегрирования х). Тогда

[[е~х2-у2 dxdy= [ е~у2( [ е~*2 dx\dy.
D' —а —а

а
_

о

Положим / е~х~ dx = Ва- Это—постоянное число (зависящее только от а);
—а

поэтому
а а

ffe~x2-y2 dxdy= Г е~у2 Ва dy = Ва f e~y2 dy.

D' —о. —а

а
2

а 2
Но последний интеграл также равен Ва (потому что f e~x~ dx = J e~y dy);

—а —а

следовательно,

/7 е~х2-у2 dxdy = ВаВа = В\.

Перейдем в этом равенстве к пределу, заставляя стремиться а к бесконечности

(при этом D' безгранично расширяется):

^im Не~х2-у2 dxdy= lirn^B\ = lim^ [ Г e~*2 dx\ = [ Г е~х2 dx\ .

D' —a —оо
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Но, как было доказано (см. (5)),

lim / / е~х ~у~ dx dy = 7Г.

D'-++ooJJ

Следовательно,
оо

[/ dx

оо

/ dx = \рк.

Этот интеграл часто встречается в теории вероятностей и в статистике.

Заметим, что непосредственно вычислить этот интеграл (с помощью неопределенного

интеграла) мы бы не смогли, так как первообразная от е~х" не выражается в

элементарных функциях.

§ 6. Замена переменных в двойном интеграле

(общий случай)

Пусть в плоскости Оху дана область D, ограниченная линией L.

Предположим, что координаты х и у являются функциями новых

переменных и и v:

х = у(и, v), у = ф(щ у), (1)

причем функции <р (и, v) и ф (и, v) однозначны, непрерывны и

имеют непрерывные производные в некоторой области D', которая
будет определена ниже. Тогда по формулам (1) каждой паре
значений и и v соответствует единственная пара значений х и у.

Предположим далее, что функции (риф таковы, что если мы

дадим х и у определенные значения из области D, то по формулам
(1) найдем определенные значения и и v.

Рассмотрим прямоугольную систему координат Ouv (рис. 318).
На основании сказанного следует, что каждой точке Р(х; у) на

плоскости Оху (рис. 319) однозначно соответствует точка Р'(щ v)

и и+Аи

Рис. 318. Рис. 319.
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на плоскости Ouv с координатами и, v, которые определяются
по формулам (1). Числа и и v называются криволинейными
координатами точки Р.

Если в плоскости Оху точка опишет замкнутую линию L,
ограничивающую область J9, то в плоскости Ouv соответствующая
точка опишет замкнутую линию I/, ограничивающую некоторую
область D'; при этом каждой точке области D' соответствует точка

области D.

Таким образом, формулы (1) устанавливают взаимно

однозначное соответствие между точками областей D и D' или,
как говорят, взаимнооднозначно отображают область D на

область D'.

Рассмотрим в области D' линию и = const. По формулам (1)
найдем, что в плоскости Оху ей будет соответствовать, вообще

говоря, некоторая кривая. Точно так же каждой прямой v = const

плоскости Ouv будет соответствовать некоторая линия в

плоскости Оху.
Разобьем область D' прямыми и = const и v = const на

прямоугольные площадки (при этом площадки, задевающие границу

области D', мы не будем принимать в расчет). Соответствующими
кривыми линиями область D разобьется на некоторые
криволинейные четырехугольники (рис. 319).

Рассмотрим в плоскости Ouv прямоугольную площадку AS',
ограниченную прямыми и = const, и 4- Дм = const, v = const,
v 4- Дг; = const, и соответствующую ей криволинейную

площадку AS в,плоскости Оху. Площади этих площадок тоже обозначим

соответственно через AS' и Д5. Тогда, очевидно,

Д5; = Аи Av.

Вообще говоря, площади Д5 и Д5; различны.

Пусть в области D задана непрерывная функция

z = f(x, у).

Каждому значению функции z = f (x, у) в области D

соответствует то же самое значение функции z = F(u, v) в области £>',
где

F(u,v) = f[ip(u,v), ip(u,v)].

Рассмотрим интегральные суммы от функции z по области D.

Очевидно, имеет место следующее равенство:

£/(x,j,)AS = £F(u,t;)AS. (2)

Вычислим Д5, т.е. площадь криволинейного четырехугольника
Р1Р2Р3Р4 в плоскости Оху (см. рис. 319).
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(3)

Определим координаты его вершин:

Pi(xi;yi), xi=(p(u,v), У1=4Ф(и,у),
Ръ {х2; 2/2), х2 = if (и + Аи, v), y2 = i>(u + Аи, v),

Рз (хз; Уз), х3 = (р(и + Аи, v + Av), y3 = ip(u + Au, v + Av),
Pa Ы; 2/4), x4 = <p(u,v + Av), y4=i>(u,v + Av).

При вычислении площади криволинейного четырехугольника
Р1Р2Р3Р4 будем считать линии Р1Р2, Р2Р3, РзРа, РаР\ попарно

параллельными прямыми; кроме того, приращения функций будем
заменять соответствующими дифференциалами. Таким образом,
мы будем пренебрегать бесконечно малыми высшего порядка по

сравнению с бесконечно малыми Аи, Av. Тогда формулы (3)
будут иметь вид

xi =if(u, v), уг =?p(u,v),

x2=<p(u,v) + ^Au, 2/2 = Ф (w, v) + §£ Аи,

X3 = V{u,v) + ^Au + ^Av,y3 = i>(u,v) + ^Au + ^Av,
(3#)

x4 =<p(u,v) + ^Av, у4 = ф (и, v) + U Av.

При сделанных допущениях криволинейный четырехугольник
Р1Р2Р3Р4 можно рассматривать как параллелограмм. Его

площадь AS приближенно равна удвоенной площади треугольника

Р1Р2Р3 и находится по формуле аналитической геометрии:

AS « | (х3 - хг) (2/з - 2/2) - (хз - х2) (уз - У\) \ =

ди dv dv ди ди dv dv ди

AuAv;

здесь вторые (внешние) вертикальные линейки означают, что этот

определитель берется по абсолютной величине. Введем обозначение

= 1.

1 §£
ди
dip

1 ди

dtp II
dv
dtp
dv 1

dtp
du
d±
du

d^
dv
dtp
dv

Таким образом,
AS» |/| AS'. (4)

Определитель / называется функциональным
определителем функций if (и, v) и ip(u, v). Его называют также якобианом

по имени немецкого математика Якоби.



§6] ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ 169

Равенство (4) является только приближенным, так как в

процессе вычисления площади AS мы пренебрегли бесконечно малыми

высшего порядка. Однако чем меньшими будут размеры

площадок AS и Д5;, тем это равенство будет точнее. Оно становится

совершенно точным в пределе, когда диаметры площадок AS и

AS' стремятся к нулю:

\I\= lim ££
Применим теперь полученное равенство к вычислению двойного

интеграла. На основании равенства (2) можем написать

£/(*,2/)AS«£F(u,t;)|/|AS'
(интегральная сумма справа распространена на область D').
Переходя к пределу при diam AS' —► О, получим точное равенство:

ff f(x,y)dxdy= ff F(u,v)\I\dudv. (5)
D D'

Это и есть формула преобразования координат в двойном

интеграле. Она дает возможность свести вычисление двойного

интеграла по области D к вычислению двойного интеграла по

области D', что может упростить задачу. Впервые строгое
доказательство этой формулы было дано выдающимся русским математиком

М. В. Остроградским.
Замечание. Переход от прямоугольных координат к

полярным, рассмотренный в предыдущем параграфе, является частным

случаем замены переменных в двойном интеграле. В этом случае

и = 0, v — р:
х = р cos 0, у = р sin в.

Кривая АВ (р = рг) на плоскости Оху (рис. 320) переходит в

прямую А'В' на плоскости Овр (рис. 321). Кривая DC (p = р2)
на плоскости Оху переходит в прямую D'C на плоскости Овр.

р

(

Рг<

]
Р

0

\ D'

V
щ\

А'

1 сi

.-•

^

ч

ц

\

**

'V

У

С

ч

Jг

1

\м

г

з е

Рис. 320. Рис. 321.
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Прямые AD и ВС плоскости Оху переходят в прямые A'D' и

В'С плоскости Овр. Кривые L\ и L^ переходят в кривые L[ и L'2.
Вычислим якобиан преобразования декартовых координат х и у

в полярные вир:
дх дх

1 =
дв

ду
дв

др
ду

др

—р sin в cos в

р cos в sin в
= -р sin2 в - р cos2 в = -р.

Следовательно, \1\ = р, и поэтому

/3 Ф2 (в)

JJf(x,y)dxdy = jI j F(e,p)pdp\d6.

Ih

D а Ф1 {в)

Эта формула и была установлена в предыдущем параграфе.
Пример. Пусть требуется вычислить двойной интеграл

(у
- х) dx dy

D

по области D в плоскости Оху, ограниченной прямыми
17 1

у = х + 1, у = ж-3, У=~зж"'"3' У = ~зх + Ь-

Непосредственное вычисление этого двойного интеграла было бы

затруднительным; однако простая замена переменных позволяет свести этот интеграл к

интегралу по прямоугольнику, стороны которого параллельны осям координат.
Положим

и = у
-

х, v = у+ « х. (6)

Тогда прямые у = х + 1, у х — 3 перейдут, соответственно, в прямые и = 1,

и = —3 на плоскости Ouv; прямые же у = —■^х-\--^1у=
—

т>х + 5 перейдут в

прямые v = 7/3, v = 5.

Следовательно, заданная область D преобразуется в прямоугольную область

£>', изображенную на рис. 322. Остается вычислить якобиан преобразования.

Для этого выразим х и у через и и v. Решая систему

уравнений (6), получим

х =

Следовательно,

3 , 3

дх дх

?Fu ?Fv
ду ду
Ш dv

3 3

4 4
1 3

4 4

V=4U+4V'

_3_
16

_9_
'16

\Ш Bv \ I 4 4 I
Рис. 322.

и абсолютная величина якобиана равна | /1 = 3/4. Поэтому

JJ(y-x)dxdy = JJ^+\u+lv^-^u + lv^^dudv =

D D'

5 1

=

/ /\ududv= [ I \ududv = -&.

D' 7/3 -3
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§ 7. Вычисление площади поверхности

Пусть требуется вычислить площадь поверхности, ограниченной
линией Г (рис. 323); поверхность задана уравнением z = f (x, у),
где функция / (х, у) непрерывна и имеет непрерывные частные

производные. Обозначим проекцию линии Г на плоскость Оху
через L. Область на плоскости Оху, ограниченную линией L,
обозначим через D.

Разобьем произвольным образом область D на п элементарных
площадок AS\, Д5г» ..., ASn. В каждой площадке ASi возьмем

точку Р{ (&; 7]i). Точке Pi будет соответствовать на поверхности

точка Mi [&; ту.; /(&, ту.)]. Через точку М. проведем касательную
плоскость к поверхности. Уравнение ее имеет вид

z-Zi = fx (&, тц)(х - &) + fy (6, f|0(y " %) (1)

(см. §6, гл. IX, т. I). На этой плоскости выделим такую площадку

ДсТг, которая проектируется на плоскость Оху в виде площадки
п

Д5.. Рассмотрим сумму всех площадок Дет.: J2 ^аг-
i=i

Предел а этой суммы, когда наибольший из диаметров

площадок Дет. стремится к нулю, мы будем называть площадью
поверхности, т.е. по определению положим:

a— lim У^Дст..
diam Д<т; -*0 Г"-*

(2)
г=1

Займемся теперь вычислением площади поверхности. Обозначим

через 7i угол между касательной плоскостью и плоскостью Оху.

Рис. 323.

На основании известной формулы аналитической геометрии можно

написать (рис. 324)
ASi = Adi cos 7;

или

cos 7^
(3)
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Угол 7г есть в то же время угол между осью Oz и

перпендикуляром к плоскости (1). Поэтому на основании уравнения (1) и

формулы аналитической геометрии имеем:

COS '"У * =
*

^i + /i2 (&,«к) + /;а (fe.iw)
'

Следовательно,

Подставляя это выражение в формулу (2), получим:

сг = lim
diam

г=1

Так как предел интегральной суммы, стоящей в правой части

последнего равенства, представляет собой, по определению, двойной

интеграл //л/l-f (^) 4- {ф) dxdy, то окончательно получаем

-=//\/1+Ш2+(1)2^^ <4)
D

Это и есть формула, по которой вычисляется площадь поверхности

z = f(x, у).
Если уравнение поверхности дано в виде х = fi(y, z) или в

виде у
= x(xi z)i TO соответствующие формулы для вычисления

поверхности имеют вид

a=//\/1+(S)2+(§i)2^ (3,)
D'

D"

где £>' и £>"— области на плоскостях Oyz и Oxz, в которые

проектируется данная поверхность.

Пример 1. Вычислить поверхность а сферы

Z-^R2-x-y x2+y2 + z2 = Я2.

Ov Решение. Вычислим поверхность верхней поло-

' >\ вины сферы z = \JR2 — х2 — у2 (рис. 325). В этом

""^\\ случае

Рис. 325.

dz
_

дх

dz
_

ду

у/Я2

у/Я2

X

-х2

У

-х2

-У2

-У2
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Следовательно, подынтегральная функция примет вид

R

y/R2-x2-y2
'

Область интегрирования определяется условием х2 + у2 ^ Я2. Таким образом,

на основании формулы (4) будем иметь

Л >/Л2-х2

-R -у/Ж^Г
V

Для вычисления полученного двойного интеграла перейдем к полярным

координатам. В полярных координатах граница области интегрирования

определяется уравнением р
= R. Следовательно,

2ir R 2ir 2ir

а = 2 f( f— Я pdp\de = 2RJ\-y/B?-p2\R d$ = 2R fRd6 = 4тгЯ2.

0 0^^ 0 0

Пример 2. Найти площадь той части поверхности цилиндра х2 + у2 = а2,
которая вырезается цилиндром х2 + z2 = a2.

Решение. На рис. 326 изображена 1/8 часть

искомой поверхности. Уравнение поверхности имеет вид

У = V«

'.+

1»-*4

)'

; поэтом

дх

( о*,

У

•S

)'

X

7Г=

=

1

"5*"

/^

з» _0.
dz "'

X2
а2-*2 ч/о2 ;з-

Область интегрирования представляет собой четверть /

круга, т. е. определяется условиями

X2 + Z2^Q21 :^ 0, 2^0.

Следовательно,

a yfrf

*'=/( / 7^^>1 =°/тЛр
v^

da; :

а

: а / dx = а2

8а^.

§ 8. Плотность распределения вещества и двойной интеграл

Пусть в области D распределено некоторое вещество, так что

на каждую единицу площади области D приходится определенное
количество этого вещества. Мы будем говорить в дальнейшем о

распределении массы, хотя наши рассуждения сохранятся и в том

случае, когда идет речь о распределении электрического заряда,
количества тепла и т.п.
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Рассмотрим произвольную площадку AS области D. Пусть
масса вещества, приходящаяся на данную площадку, есть Am. Тогда

отношение -г^т называется средней поверхностной плотностью

вещества в области AS.

Пусть теперь площадка AS уменьшается, стягиваясь к точке

Р(х;у). Рассмотрим предел lim -^. Если этот предел

существует, то, вообще говоря, он будет зависеть от положения точки

Р, т.е. от ее координат х и у, и будет представлять собой

некоторую функцию f(P) точки Р. Будем называть этот предел

поверхностной плотностью вещества в точке Р:

Таким образом, поверхностная плотность есть функция f(x, у)
координат точки области.

Пусть теперь, обратно, в области D задана поверхностная
плотность некоторого вещества как некоторая непрерывная функция
/ (Р) = / (х, у) и требуется определить общее количество вещества

М, содержащегося в области D. Разобьем область D на площадки

ASi (i = 1, 2, ...
, тг) и в каждой площадке возьмем точку Р{] тогда

f(Pi) есть поверхностная плотность в точке Pi.
Произведение / (Pi) ASi дает нам, с точностью до бесконечно

малых высшего порядка, количество вещества, содержащегося на
п

площадке ASi, а сумма ^ f (Pi) ASi приближенно выражает общее
г=1

количество вещества, распределенного в области D. Но это—

интегральная сумма для функции f (P) в области D. Точное
значение мы получим в пределе при ASi —у 0.

Таким образом *\

М = JmQ£/№)*$ = Ц f(Pi)dS = Л f(x,y)dxdy, (2)
1=1

D D

т.е. общее количество вещества в области D равно двойному
интегралу по области D от плотности / (Р) = / (х, у) этого вещества.

Пример. Определить массу круглой пластинки радиуса R, если

поверхностная плотность / (я, у) материала пластинки в каждой точке Р (х; у)
пропорциональна расстоянию точки (я, у) от центра круга, т. е. если

/ (я, у) = к у/ х2 + у2 .

Решение. По формуле (2) имеем:

М = к у/ х2 +у2 dx dy,

*) Соотношение ASi —*■ 0 M*>i понимаем в том смысле, что диаметр области

ASi стремится к нулю.
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где область интегрирования D есть круг х2 + у2 ^ Я2. Переходя к полярным

координатам, получаем:

2тг Я

М = к f ( f ppdp\de = k2irl |ЬгЯ3.

§ 9. Момент инерции площади плоской фигуры

Моментом инерции I материальной точки М с массой т

относительно некоторой точки О называется произведение массы

т на квадрат ее расстояния г от точки О:

/ = гпг2.

Момент инерции системы материальных точек тщ, Ш2,

..., тп относительно точки О есть сумма моментов инерции

отдельных точек системы:

/ = ^ш.г2<

Определим теперь момент инерции материальной плоской

фигуры D.

Пусть фигура D расположена в координатной плоскости Оху.
Определим момент инерции этой фигуры относительно начала

координат, предполагая, что поверхностная плотность всюду равна

единице.

Разобьем область D на элементарные площадки ASi (г = 1,
2, ...

, тг) (рис. 327). На каждой площадке возьмем точку Pi с

координатами &, Vi- Назовем элементарным моментом инерции Д/г
площадки ASi произведение массы площадки ASi на квадрат

расстояния г2 = (f + rft:

и составим сумму таких моментов:

г=1

Она представляет собой интегральную сумму

для функции f(x, у)= х2 +у2 по области D.

Момент инерции фигуры D определим как предел этой

интегральной суммы, когда диаметр каждой элементарной площадки

ASi стремится к нулю:

diam ASi—►О *—'
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Пределом этой суммы является двойной интеграл ff(x2+y2)dxdy.
D

Следовательно, момент инерции фигуры D относительно начала

координат равен

^о = (х2 + у2) dxdy,
D

где D—область, совпадающая с данной плоской фигурой.
Интегралы

CD

dxdy,

dxdy

(2)

(3)

называются, соответственно, моментами инерции фигуры D
относительно осей Ох и Оу.

Пример 1. Вычислить момент инерции круга D радиуса R относительно

центра О.

Решение. По формуле (1) имеем Jo = JJ(x2 + у2)dxdy. Для вычисления

D

этого интеграла перейдем к полярным координатам 0, р. Уравнение окружности
в полярных координатах есть р

= R. Поэтому

Замечание. Если поверхностная плотность 7 не равна единице,

а является некоторой функцией от х и у, т.е. 7
= 7(х, у), то масса

площадки AS{ будет с точностью до бесконечно малых высшего

порядка равна 7(&, Vi) AS{, и поэтому момент инерции плоской

фигуры относительно начала координат будет:

/о = JJ 7 (х, У) (х2 +y2)dx dy. (1')

Пример 2. Вычислить момент инерции плоской

материальной фигуры £>, ограниченной линиями у2 = 1 — х, х = 0, у = 0,
относительно оси Оу, если поверхностная плотность в каждой
точке равна у (рис. 328).

Решение.

J

~0

У

шящ *

J1

Рис. 328

1уУ = 1\ I Ух2 dy)dx = J ^Т~\
*

dx=±[x2(l-x)dx 24*
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Эллипс инерции. Определим момент инерции площади плоской

фигуры D относительно некоторой оси OL, проходящей через точку

О, которую мы примем за начало координат. Обозначим через (р

угол, образованный прямой OL с положительным направлением
оси Ох (рис. 329).

Нормальное уравнение прямой OL есть

х sin (p
—

у cos (p = 0.

Расстояние г какой-либо точки М (х; у) от

этой прямой равно

г = | х sin (p
—

у cos (p |.
Момент инерции / площади области D
относительно прямой OL, по определению
выражается интегралом

= г2 dxdy = / / (х sin (p
-

у cos (р)2 dx dy = sin2 <р х2 dx dy—

D

> / / xydxdy + cos2 (p y2 dx dy.

Рис. 329

D D

— 2 sin(p cos(p I/ xydxdy + cos2-

D D

Следовательно,

/ = Iyy sin2 (p
— 2Ixy sin (p cos (p + /Xz cos2 </?, (4)

здесь /yy = JJx2dxdy— момент инерции фигуры относительно

D

оси у, Ixx = Цу2dxdy—момент инерции относительно оси х, а

D

1ху = // ху dx dy. Разделив все члены последнего равенства на /,
D

получим:

1 = 1„ (^)2 - 27,„ (*)Р) (^) + /„ (=^)2 . (5,

Возьмем на прямой OL точку А(Х; Y) так, чтобы ОА = 1/vT.
Различным направлениям оси OL, т.е. различным значениям

угла <р, соответствуют различные значения J и различные точки

А. Найдем геометрическое место точек А. Очевидно,

X = —= cos (p,
у/Т

Y =
—р= sin (p.
у/Т

В силу равенства (5) величины X и Y связаны между собой

соотношением

1 — 1ХХЛ. — 21ХуЛ. У ~г -Lyy* (6)LXyS\ Л -Г J.yy

Таким образом, геометрическое место точек A(X;Y) есть кри

вал второго порядка (6). Докажем, что эта кривая есть эллипс.
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Справедливо следующее, очень важное в приложениях,

неравенство, установленное русским математиком В. Я. Буняковским*).*

( // xydxdyj < ( // x2dxdy) I // y2dxdy)

y\
/ / \

// ^
1 / /

У
_

d7\
/ r'

или

lxx±vv ■*«« > "•ixx-Lyy лху

Таким образом, дискриминант кривой (6)
положителен и, следовательно, эта кривая есть

эллипс (рис. 330). Этот эллипс называется

эллипсом инерции. Понятие эллипса инерции имеет

существенное значение в механике.

Заметим, что длины осей эллипса инерции и

его положение на плоскости зависят от формы
данной плоской фигуры. Так как расстояние от начала координат

до какой-либо точки А эллипса равно 1/vT, где J— момент

инерции фигуры относительно оси ОА, то, построив эллипс, можно

легко подсчитать момент инерции фигуры D относительно какой-либо

Рис. 330.

*) Для доказательства неравенства Буняковского рассмотрим следующее
очевидное неравенство:

fflf (*, V) ~ Л*> (*. У)? d* dV > °>
D

где Л— постоянная. Знак равенства возможен только тогда, когда f(x, у) —

—\<р(х,у) = 0, т.е. если /(я, у) = \<р(х,у). Если предположим, что

/ (х, у)/<р (я, у) ф const = Л, то всегда будет иметь место знак неравенства. Таким

образом, раскрывая скобки под знаком интеграла, получим:

и /2(х, у) dx dy - 2Л И f (я, у) <р (я, у) dx dy + А2 \\ у?2 (я, у) dx dy > 0.

D D D

Рассмотрим выражение, стоящее слева, как функцию от Л. Это— многочлен

второй степени, никогда не обращающийся в нуль; следовательно, его корни

комплексны, а это будет тогда, когда дискриминант, составленный из коэффициентов
квадратного многочлена, отрицателен, т.е.

( if S4> dxdyj
- И f2 dx dy \\ <p2 dxdy < 0

или D D D

( И ftp dx dy) < И f2 dx dy И (p2 dx dy.

D D D

Это и есть неравенство Буняковского.
В нашем случае f(x, у) = х, <р(х} у) = у, х/у ф const.

Замечательное неравенство Буняковского постоянно применяется в

различных областях математики. Это неравенство во многих учебниках неправильно
называют неравенством Шварца. В. Я. Буняковский опубликовал его (среди
других важных неравенств) в 1859г., а Шварц лишь в 1875г., т.е. на 16лет позже.
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прямой, проходящей через начало координат. В частности, легко

видеть, что момент инерции фигуры будет наименьшим

относительно большой оси эллипса инерции и наибольшим относительно

малой оси этого эллипса.

§ 10. Координаты центра тяжести площади плоской фигуры

В §8 гл. XII (т. I) указывалось, что координаты центра тяжести

системы материальных точек Рь Р2, • •

•, Рп с массами mi, т2, ...

..., тп, определяются по формулам

ЦЪТЩ ЦУМ (1)

Определим теперь координаты центра тяжести плоской фигуры
D. Разобьем эту фигуру на очень малые элементарные
площадки AS{. Если поверхностную плотность принять равной единице,
то масса площадки будет равна ее площади. Если приближенно
считать, что вся масса элементарной площадки Д5г сосредоточена
в какой-либо ее точке Рг(&;??г), то можно рассматривать

фигуру D как систему материальных точек. Тогда по формулам
(1) координаты центра тяжести этой фигуры будут приближенно
определяться равенствами

Е tibSi £ rji^Si

хс » Щ , Ус « *=£ •

Е Д* £ ASi

В пределе, при diamAS; —► О интегральные суммы, стоящие в

числителях и знаменателях дробей, перейдут в двойные интегралы,
и мы получим точные формулы для вычисления координат центра

тяжести плоской фигуры:

JJ x dx dy JJ у dx dy

Xc =
JJdxdy

' Ус =
JJdxdy

• (2)
D D

Эти формулы, выведенные для плоской фигуры с поверхностной
плотностью 1, остаются, очевидно, в силе и для фигуры, имеющей
любую другую, постоянную во всех точках, плотность 7-

Если же поверхностная плотность переменна:

7 = 7(я, 2/),

то соответствующие формулы будут иметь вид

11 ~l{x,y)xdxdy у (х, у) у dx dy
D D

Xc = —F? » Ус =

/ / 7f(x, y)dxdy / / 7 (x, y) dx dy
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Выражения

Му= i(x1y)xdxdy и Мх= l(x,y)ydxdy

D D

называются статическими моментами плоской фигуры D
относительно осей Оу и Ох.

Интеграл ff*f(x, y)dxdy выражает

величину массы рассматриваемой фигуры.
Пример. Определить координаты центра тяжести

четверти эллипса (рис. 331)

а2
+

Ь2
*'

полагая, что поверхностная плотность во всех точках

равна 1.

Решение. По формулам (2) получаем:

a CL

n n n a *

a CL

/( / *)*

■ nab ■ 7га6

о
_

4а
~3тг'

}-уД*

/( / У*)*
Ус :

- 7га6

46
Зтг

§11. Тройной интеграл

Пусть в пространстве задана некоторая область V,
ограниченная замкнутой поверхностью 5. Пусть в области V и на ее

границе определена некоторая непрерывная функция /(х, у, z), где

х, у, z— прямоугольные координаты точки области. Для ясности

в случае, если / (х, у, z) ^ 0, мы можем считать эту функцию
плотностью распределения некоторого вещества в области V.

Разобьем область V произвольным образом на области Av{,
обозначая символом Av{ не только самую область, но и ее объем.
В пределах каждой частичной области Д^г выберем произвольную
точку Pi и обозначим через f (Pi) значение функции / в этой

точке. Составим интегральную сумму вида

Е/(р')Аг,« (1)
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diamA

ИЛИ

и будем неограниченно увеличивать число малых областей Av{

так, чтобы наибольший диаметр Av{ стремился к нулю*). Если

функция / (х, у, z) непрерывна, то при этом будет существовать

предел интегральных сумм вида (1), где предел интегральных сумм

понимается в таком же смысле, как это было указано при

определении двойного интеграла**^. Этот предел, не зависящий ни от

способа разбиения области V, ни от выбора точек Р^,
обозначается символом /// / (Р) dv и называется тройным интегралом.

v
Таким образом, по определению,

v

Щf (P) dv = HI f (x, у, z) dx dy dz. (2)
V V

Если / (x, y, z) считать объемной плотностью распределения

вещества в области V, то интеграл (2) даст массу всего вещества,

заключенного в объеме V.

§ 12. Вычисление тройного интеграла

Предположим, что пространственная (трехмерная) область V,

ограниченная замкнутой поверхностью 5, обладает следующими
свойствами:

1) всякая прямая, параллельная оси Oz, проведенная через

внутреннюю (т.е. не лежащую на границе S) точку области V,

пересекает поверхность S в двух точках;

2) вся область V проектируется на плоскость Оху в правильную

(двумерную) область D;

3) всякая часть области V, отсеченная плоскостью,

параллельной любой из координатных плоскостей {Оху, Oxz, Oyz), также

обладает свойствами 1) и 2).
Область V, обладающую указанными свойствами, мы будем

называть правильной трехмерной областью.

Правильными трехмерными областями являются, например,

эллипсоид, прямоугольный параллелепипед, тетраэдр и т.д. Пример
неправильной трехмерной области дан на рис. 332. В настоящем

параграфе мы будем рассматривать только правильные области.

*) Диаметром области Avi называется максимальное расстояние между

точками, лежащими на границе области.

**) Эта теорема о существовании предела интегральных сумм (т.е. о

существовании тройного интеграла) для всякой функции, непрерывной в замкнутой
области V (включая границу), принимается нами без доказательства.
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г-у(х>У)

Рис. 332.

V у=<*М у=ъ(х)

Рис. 333.

Пусть поверхность, ограничивающая область V снизу, имеет

уравнение z = х(х, У), а поверхность, ограничивающая эту область

сверху, имеет уравнение z = ф(х, у) (рис. 333).
Введем понятие трехкратного интеграла 1у по области V от

функции трех переменных f(x,y,z), определенной и непрерывной
в области V. Предположим, что область D— проекция области V

на плоскость Оху—ограничена линиями:

y
= ifi (х), у = ф2 (х), х = а, х = Ь.

Тогда трехкратный интеграл от функции / (х, у, z) по

области V определяется так:

Ь V2(z) ф{х,у)

Iv = I{ I \ I f(x>y>z)dz]dy)dx- U)

Заметим, что в результате интегрирования по z и подстановки

пределов в фигурных скобках получится функция от х и у. Далее,
вычисляется двойной интеграл от этой функции по области D, как

это было рассмотрено выше.

Приведем пример вычисления трехкратного интеграла по области V.

Пример 1. Вычислить трехкратный интеграл от функции /(ж, у, z) =

= xyz по области V, ограниченной плоскостями

х = 0, у = 0, 2 = 0, x + y + z = l.

Решение. Эта область правильная, она ограничена

сверху и снизу плоскостями г = 0и: = 1-1-уи проектируется
на плоскость Оху в правильную плоскую область D,

представляющую собой треугольник, ограниченный прямыми х = 0,
у = 0, у = 1 — х (рис. 334). Поэтому трехкратный интеграл 1у

вычислится следующим образом:

1-х —у

W //[/ xyz dz da.
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Расставляя пределы в этом двукратном интеграле по области £>, получим:
1 1-х 1-х-у 1 1-х

_
_

W{/[ I ^H4<te=/{/^![-o"I"4<te=
0 0 0 0 0

1 1-х 1

= /{ / hxy(1~x-y)2dy}dx = f u{<1~x^dx =

m'
0 0 0

Рассмотрим теперь некоторые свойства трехкратного интеграла.
Свойство 1. Если область V разбить на две области V\ и V*i

плоскостью, параллельной какой-либо из плоскостей координат,
то трехкратный интеграл по области V равен сумме
трехкратных интегралов по областям V\ и V2.

Доказательство этого свойства проводится совершенно так же,

как и доказательство соответствующего свойства для двукратных

интегралов. Поэтому нет необходимости повторять его снова.

Следствие. При любом разбиении области V на конечное число

областей V\, ..., Vn плоскостями, параллельными координатным
плоскостям, имеет место равенство

Iv = Ivi + Iv2 + • • • + Ivn •

Свойство 2 (теорема об оценке трехкратного интеграла).
Если т и М, соответственно, наименьшее и наибольшее значения

функции f (x, у, z) в области V, то имеет место неравенство

mV ^ Iv ^ MV,

где V есть объем данной области, а 1у —трехкратный интеграл
от функции f(x, у, z) no области V.

Доказательство. Оценим сначала внутренний интеграл в трех-
ф{х,у)

кратном интеграле 1у = / / / f (х, у, z) dz

D х{*,у)

ф(х,у) Ф(х,у) Ф(*1У)

da:

<ф{х,у)

Х{*,У)

/ f(x,y,z)dz^ / М dz = М / dz = Mz

Х(х,у) х(х,у) х(х,У)
= М[ф(х, у)-х(х, у)].

Итак, внутренний интеграл не превосходит выражения М[ф(х, у) —

—\ (х-> у)]- Поэтому, в силу теоремы § 1 о двойных интегралах,

получим (обозначая через D проекцию области V на плоскость Оху)
ф(х,у)

Iv= // / f(x,y, z)dz\da^ // М[ф(х, y)-x(x,y)]da =
- - -

D

= M [ф (х, у) - х (х, у)] da.

Х{*,У)
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Но последний двукратный интеграл равен двойному интегралу от

функции ф (х, у) —

х (х, у) и> следовательно, равен объему той

области, которая заключена между поверхностью z = х (xi У) и

z = ф(х, у), т.е. объему области V. Поэтому

Iv ^ MV.

Аналогично доказывается, что Iy ^ mV. Таким образом,
свойство 2 доказано.

Свойство 3 (теорема о среднем). Трехкратный интеграл 1у
от непрерывной функции f (x, у, z) no области V равен
произведению его объема V на значение функции в некоторой точке Р

области V, т. е.

Iv = I{ I [ У f(x>y>z)dz\dy}dx = f(P)V. (2)

Доказательство этого свойства проводится так же, как и

доказательство аналогичного свойства для двукратного интеграла (см.
§2, свойство 3, формула (4)). Теперь мы можем доказать теорему
о вычислении тройного интеграла.

Теорема. Тройной интеграл от функции f (x, у, z) no

правильной области V равен трехкратному интегралу по той же

области, т. е.

Ь V2(z) Ф(х,у)

III f(x, y,z)dv= I J / / f(x, y, z)dz\dy\dx.
V a v>i(i) x(x,y)

Доказательство. Разобьем область V плоскостями,
параллельными координатным плоскостям, на п правильных областей: Av\,
Av<z, ..., Avn. Как и выше, обозначим через 1у трехкратный

интеграл от функции f (х, у, z) по области V, а через I&Vi
трехкратный интеграл от этой функции по области Д^. Тогда на

основании следствия из свойства 1 можем написать равенство

1у = Iavi + Iav2 + • • • + ^Av„ • (3)

Каждое из слагаемых, стоящих в правой части этого равенства,

преобразуем по формуле (2):

Iv = f (Рг)Ауг + / (Р2) Av2 + ... + / (Рп) Avn, (4)

где Р{ — некоторая точка области Д^.
В правой части этого равенства стоит интегральная сумма.

По предположению функция / (х, у, z) непрерывна в области V

и потому предел этой суммы при стремлении к нулю
наибольшего диаметра Avi существует и равняется тройному интегралу
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от функции /(х, у, z) по области V. Таким образом, переходя к

пределу в равенстве (4) при diam Д^ —► 0, получим

Iv = ////<*■»• z)dv,

или окончательно, меняя местами стоящие справа и слева

выражения,

JJJ f(X'y' z)dv= { / / f(x,y,z)dz\dy\dx.
V a

v?i (x) x(x,y)

Теорема доказана.

Здесь z = х(х,у) и z = ip(x,y) —уравнения поверхностей,

ограничивающих правильную область V снизу и сверху. Линии

У = Ф\{х), у = <Р2(х), х =
а, х = Ь ограничивают область D,

являющуюся проекцией области V на плоскость Оху.
Замечание. Аналогично тому, как это было в случае

двукратного интеграла, можно составить трехкратный интеграл с другим

порядком интегрирования по переменным и другими пределами,

если, конечно, это позволяет форма области V.

Вычисление объема тела с помощью трехкратного интеграла.
Если подынтегральная функция /(х, у, z) = 1, то тройной интеграл
по области V выражает объем области V:

V -III dx dy dz. (5) гШ
Пример 2.

Вычислить объем эллипсоида —«- , ,.,

а* о* с*
Решение.

Эллипсоид (рис. 335) ограничен снизу поверхно-

I х* Й2~
ью z =

-су 1 2"
~

Г2Г » а сверху
—

поверхно-

I х* Й2~
ью 2 = cWl 2"

~

Г2Г • Проекцией этого эллипсо-

Рис. 335.

ида на плоскость Оху (область D) является эллипс
—S" + ту

= 1- Следовательно,

сводя вычисление объема к вычислению трехкратного интеграла, получим

т.* ■J^g

v=i[ I ( / d2)4i=

*2

dx.
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При вычислении внутреннего интеграла х считается постоянным. Сделаем

подстановку

у = ь{^$™*' ^ = 6/^
2

2"
cos tdt.

/х* /х*
Переменная у изменяется от —Ь у 1 у ДР b \1 1 у, поэтому t меняется от

—7г/2 до 7г/2. Подставляя в интеграл новые пределы, получим

т/2

ч\ 7 {fW^W^^f1^^
-а -ж/2

' f

а 1г/2 а

= 2сб/|71-^ I cos2*<ttLz=^ f(a2-x2)dx
-ж/2

Итак,
V = 4тга6с/3.

Если а = 6 = с, то получаем объем шара:

V = 4тга3/3.

§ 13. Замена переменных в тройном интеграле

1. Тройной интеграл в цилиндрических координатах. В случае
так называемых цилиндрических координат положение точки Р в

пространстве определяется тремя числами в, р, z, где в и р—

полярные координаты проекции точки Р на плоскость Оху и z—

аппликата точки Р, т.е. расстояние от точки до плоскости Оху,
взятое со знаком плюс, если точка лежит выше плоскости Оху, и

со знаком минус
— если ниже (рис. 336).

В этом случае данную пространственную
область V разбиваем на элементарные объемы

^( ,p,zj
координатными поверхностями в = 0{, р = р-,
z = Zk (полуплоскости, примыкающие к оси

Oz, круговые цилиндры, ось которых совпада-

>/0\1
"

*~У ет с осью Oz, плоскости, перпендикулярные к

^х р^
оси Oz). Элементарным объемом будет криво-

Рис. 336 линейная «призма» (изображенная на рис. 337).
Площадь основания этой призмы с точностью до бесконечно малых

высшего порядка равна рАв Ар, высота равна Az (индексы г, j, к
для простоты записи опускаем). Следовательно, Av = pA6ApAz.
Поэтому тройной интеграл от функции F (в, р, z) по области V

имеет вид

/= ЩF(e,p,z)pd0dpdz. (1)
v

Пределы интегрирования определяются формой области V.
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Если дан тройной интеграл от функции / (х, у, z) в

прямоугольных координатах, то его легко преобразовать в тройной интеграл
в цилиндрических координатах. В самом деле, заметив, что

x = pcos0, y = psin0, z = z,

получим:

/// f(x, у, z)dxdydz = /// F(0, p, z)pd6dpdz,

где

/(pcos0, psin0, z) = F(0, p, z).

Пример. Определить массу М

полушара радиуса R с центром в начале координат,

если плотность F его вещества в каждой точке

(я; у; z) пропорциональна расстоянию этой

точки от основания, т.е. F = kz.

Решение. Уравнение верхней части

полусферы

z= у/Я? -х2 -у2

в цилиндрических координатах имеет вид

2= у/Я2 -р2 .

Следовательно,

2тг_ R y/R2-p"

М = fff kzpdOdpdz = f \ f ( [ kzdz\pdp\de
V 0 0 0

2тг R г-гт>
—

2тг R

-ЛМ Ч-Л/fc*
0 0 0 0

2тг

- к flSL-SL~

2j [ 2 4

■p2)pdp d$.

de = I T"'
27r: А?тгД4

2. Тройной интеграл в сферических координатах. В

сферических координатах положение точки Р в пространстве
определяется тремя числами 0, г, <р, где г— расстояние точки от начала

координат, так называемый радиус-вектор

точки, if
—

угол между радиус-вектором и осью

Oz, 0—угол между проекцией радиус-вектора
на плоскость Оху и осью Ох, отсчитываемый

от этой оси в положительном направлении, (т. е.

против часовой стрелки) (рис. 338). Для любой

точки пространства имеем:

F(*.r,9)

О ^ г < +оо, 0 ^ ф ^ тг, 0 ^ 0 ^ 2тг. Рис. 338
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Разобьем данную область V на элементарные части Дг;

координатными поверхностями г = const (сферы), <р = const (конические
поверхности с вершинами вначале координат), в = const

(полуплоскости, проходящие через ось Oz). С точностью до бесконечно
малых высшего порядка элементарный объем Дг; можно считать

параллелепипедом с ребрами длины Дг, гД<£, г simp АО. Тогда
элементарный объем равен (рис. 339)

Дг; = г2 sin (р Дг Ав А(р.

Тройной интеграл от функции F (0, г, ф) по области V имеет вид

I = (И F (0, г, ip) г2 sin <p dr dO dip. (V)
v

Границы интегрирования определяются формой области V. Из

рис. 338 легко устанавливаются выражения декартовых координат

через сферические:

х = г sin (p cos 0, у = г sin <р sin 0, z = г cos (p.

Поэтому формула преобразования тройного интеграла от

декартовых координат к сферическим имеет вид

/// /(х, у, z)dxdydz =

= f (r simp cos 0, г sin ip sin 0, r cos ф) г2 sin (p dr d0 dip.
v

3. Общая замена переменных в тройном интеграле.
Переходы от декартовых координат к цилиндрическим и сферическим в

тройном интеграле—это частные случаи общего преобразования
координат в пространстве.

Пусть функции

x = (p(u,t,w), y = il>(u,t,w), 2 = х(и, t,w)
взаимно однозначно отображают область V в декартовых
координатах х, у, z на область V в криволинейных координатах и, £, w.

Пусть элемент объема Av области V переходит в элемент Дг/
области V и пусть

lim £h = \I\.
Av'-+0 Air

Тогда

z)dxdydz =///я*,»,
= /II f[p(u,t,w), il>(u,t,w), x(u,t,w)]\I\dudtdw.
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дх

ди

ду
ди

dz_
ди

дх
dt
ду
dt
dz
dt

dx
dw
dy
dw
dz
dw

Аналогично тому, как это имело место в двойном интеграле,
J называется якобианом-, подобно тому как это делалось для

двойных интегралов, можно доказать, что якобиан численно равен

определителю третьего порядка:

/ =

Так, в случае цилиндрических координат имеем

x = pcos0, y = psin0, z = z (р = и, 0 = t, z = w);
I cos 0 —

p sin 0 О I
/ = sin 0 p cos 0 0 = p.

I 0 0 1 I
В случае сферических координат:

х = г sin<£ cos0, у = r sin<p sin0, z = rcosip (r = и, ip = t, 0 = w);
I sin if cos 0 r cos if cos 0 — r sin <p sin 0 I

/ = | sin ^ sin 0 p cos (^ sin 0 r sin <p cos 0 | = r2 sin (p.

cos (f —r sin <p 0

§ 14. Момент инерции и координаты центра тяжести тела

1. Момент инерции тела. Моменты инерции точки М (х; у; z)
массы т относительно координатных осей Ox, Оу, Oz (рис. 340)
выражаются, соответственно, формулами:

Ixx = (у2 + z2) т, 1Уу = (х2 + z2) т, /22 = (х2 + у2) га.

Моменты инерции тела выражаются соответствующими

интегралами. Так, например, момент инерции тела

относительно оси Oz выражается интегралом
7" = ИНх2 + 2/2)7(я, У, z)dxdydz,

v

где j(x, у, z) — плотность вещества.

Рис. 340. Рис. 341.
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Пример 1. Вычислить момент инерции прямого кругового цилиндра высоты

2h и радиуса Я относительно диаметра его среднего сечения, считая плотность

постоянной и равной 7о-
Решение. Выберем систему координат следующим образом: направим ось

Oz вдоль оси цилиндра, а начало координат поместим в его центре симметрии

(рис. 341).
Тогда задача сведется к вычислению момента инерции цилиндра относительно

оси Ox: Ixx = JJJ(y2 + z2)j0dxdydz. Переходя в этом интеграле к цилиндриче-

V
ским координатам, получим:

2ir Л h

/хх = 7о / { / [ J^+P2 sin2 0)<fcjpdp}d0 =
0 0-/i

2ir Л 2ir

= 7o/{/[¥ + 2V2sin^]pdp}^ = 7o/{^f + 2**i sin* *}<*> =
0

2. Координаты центра тяжести тела. Аналогично тому, что

мы имели в §8 гл. XII (т. I) для плоских фигур, координаты

центра тяжести тела выражаются формулами

/ / / xj (я, у, z) dx dy dz jJJ yj(x,y, z) dx dy dz

_ __v _ _v

/// 7 (*, У, z)dxdydz f11 j(x, y, z)dxdydz

///
V

z~f(x, y, z)dxdydz

/// 7(z> У> z)dxdydz
V

где 7(x, y, z) — плотность.

Пример 2. Определить координаты центра тяжести верхней половины шара

радиуса Я с центром в начале координат, считая плотность 7р постоянной.

Решение. Полушар ограничен поверхностями z = у Я2 — х2 —

у ,2 = 0.

Аппликата его центра тяжести определяется формулой

= / / / 270 dx dy dz / / / / 7о dx dV dz •

V
'

V

им координатам, получаем

/2 R

7о / \ \ I г cos <р г2 simp dr\ dip >de д4 i

V ' V

Переходя к сферическим координатам, получаем

2ir ir/2 Л

2т
. */2_ Л

. . 2^3 8
|я.

7о / \ I \ г2 sin <p dr \dip \d9 3
Я3

0 0 0

Очевидно, что в силу симметрии полушара хс = ус = 0.
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§ 15. Вычисление интегралов, зависящих от параметра

Рассмотрим интеграл, зависящий от параметра а:

о

На) = / /(я, a)dx.

(Такие интегралы мы рассматривали в § 10, гл. XI, т. I.) Укажем

без доказательства, что если функция /(х, а) непрерывна по х на

отрезке [а, Ь] и по а на отрезке [ai, а^}, то функция

о

г(°0 = / f(x, °)dx

является непрерывной функцией на отрезке [ai, а*}}.
Следовательно, функцию /(a) можно интегрировать по а на отрезке [ai, a^:

а.2 Ь

I 1(a) da = I I f (x, a) dx 1 da.

Выражение, стоящее справа, есть двукратный интеграл от функции
/(х, а) по прямоугольнику, расположенному в плоскости Оха.

Можно изменить порядок интегрирования в этом интеграле:

/ ( f(x,a)dx)da= / ( f(x,a)da)dx.
ос\ а а а\

Эта формула показывает, что для интегрирования интеграла,

зависящего от параметра а, достаточно проинтегрировать по

параметру а подынтегральное выражение. Эта формула также бывает

полезна при вычислении определенных интегралов.

+оо —ах с—Ьх
Пример. Вычислить интеграл / ^ =р dx (а > 0, 6 > 0).

Неопределенный интеграл от подынтегральной функции не берется в

элементарных функциях. Для его вычисления рассмотрим другой интеграл, который

можно легко вычислить:

+оо

Je-«xdx=± (a>0).
о

Интегрируя это равенство в пределах от a = а до a = 6, получим

Ь +оо Ь

/(/■~*)*»=/#=tai-
a О
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Меняя порядок интегрирования в первом интеграле, перепишем это равенство в

следующем виде:

\-axda
О ~а

откуда, вычисляя внутренний интеграл, получаем

О a

шй инте:

dx = In £ ,

-Ьх L

- dx = In — .

a

Упражнения к главе XIV

Вычислить интегралы *):
12 4 2

0 1 3 1
2 ж л/3 2ir a

3. / / xydxdy. Отв. —. 4. / rdrdO. Отв. -па2.

1 х 0 a sin0

ax a 2y

/* f xdydx _ 7ra 1 /* /* t f
11a4

6- / / —« o- Ome. a arctg -. 6. / / xydxdy. Отв.
J J x2 + y2 4 а У У 24
0 ж/а 0 у—а

Ь */2

7. / / pdOdp. Отв. — 7г62.
16

Ь/2 1

Определить пределы интегрирования для интеграла / / / (я, у) da; dy, где

область интегрирования ограничена линиями:
3 5

8. х = 2, ж = 3, у = —1, у = 5. Ome. / f (x, y)dydx.
2 -1

1 1-х2

9. у = 0, у=1-я2. Отв. I I f(xyy)dydx.

-1 о

а у/ а2 —х2

10. я2 + у2 = а2. Отв. / / f(x,y)dydx.

-а-у/а2_х2

N L

*) Если интеграл написан так: / f (x, y)dxdy, то, как было указано выше,

М К
мы будем считать, что первое интегрирование совершается по той переменной,

дифференциал которой занимает первое место, т. е.

N L N L

J J f(x, y)dxdy= III f(x, y)dx\dy.
M К м К
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2

1 1+^

11. у = ——2, У = х2. Отв. / / f(x,y)dydx.

-1 х2

а у+2а

12. у
= 0, у = а, у = ж, у = х

— 2а. Отв. / / f(x,y)dxdy.
о у

Изменить порядок интегрирования в интегралах:

2 4 4 2

13. / f(x,y)dydx. Отв. / f(x,y)dxdy.
13 3 1

1 </* 1 $Т

14. / / f(x,y)dydx. Отв. / / f(x,y)dxdy.

о жз о «2

a у/ 2ах —у2

15.

b 0 ° а-у/а^2

а V 2ах —у2 а а

5. / / f(x,y)dxdy. Отв. / / f(x,y)dydx.

1 у7!"*2 1 \/1"У2

16. / / / (ж, у) dy Же. Отв. / / / (ж, у) Же dy.

-1 ° ° -у/1^

1 1-у О у/ 1-х2 1 1-х

17. / / f(x,y)dxdy. Отв. I I f(x,y)dydx+ / f(x,y)dydx.
о -^ДГ^з -10 оо

Вычислить следующие интегралы путем перехода к полярным координатам:

а у/ а2-х2 ж/2 а

18. / / Vа2 -х2 -у2 dyab. Отв. / f у/а2 - р2 pdpdO = ^а3.
0 0 0 0

19. | А (ж2 -\-y2)dxdy. Отв. J Гp3dpdO=^--.
оо оо

+00+00 1г/2+оо

20. / f e-(x2+y2Uydx. Отв. Г f е~^ pdpd6=-.
0 0 0 0

2а у/2ах-х2 тг/2 2а сов в

21. / / dydz. Отв. I I pdpdO— .

оо оо

Преобразовать двойные интегралы, введя новые переменные иии, связанные

с х и у формулами х = и — uv, у = uv:

е /Зх 1+/3 1-v

22. / / f (x, y)dydx. Отв. I / f(u — uv, uv)udu dv.

О ах <* о

1+а
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23.

с Ь

0 0

6 с

Ь+с 1-

у) dy dx.

V

b

b

Отв. I I f(u — uv, uv)ududv+ / f(u — uv, uv)ududv.
о о _b_ о

b+c

Вычисление площадей посредством двойного интеграла

24. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у2 = 2х и

прямой у = х. Отв. 2/3.
25. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у2 = 4ах, х + у =

= За, у = 0. Отв. 10а2/3.
26. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями ж1/2 + у1/2 = а1/2,

а; + у = а. Отв. а2/3.
27. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у = sin ж, у = cos ж,

а; = 0. Отв. VT-l.
28. Вычислить площадь петли кривой р — a sin 20. Отв. тга2/8.
29. Вычислить всю площадь, ограниченную лемнискатой р2 = a2 cos 2ip.

Отв. а2.

(х2 у2\2 2ху
30. Вычислить площадь петли кривой ( — Н—— I = —— . Отв. а2о2/с2.

\а2 Ьг) с2

Указание. Перейти к новым переменным х = pa cos в и у
= pb sin 0.

Вычисление otfseAioe

Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями:
х v z abc

31. - + f + - = 1, х = 0, у = 0, z = 0. Отв. .

а о с б

32. z = 0, х2 +у2 = 1, ж + у + 2 = 3. Отв. 37г.

33. (х - I)2 + (у - I)2 = 1, ху = 2, z - 0. Отв. тг.

32
34. ж2 + у2 - 2аж = 0, z = 0, ж2 + у2 = z2. Отв. — а3.

35. у = ж2, х = у2, z = 0, 2 = 12 + у-ж2. Отв. 549/144.
36. Координатными плоскостями, плоскостью 2а; + Зу — 12 = 0 и цилиндром

z = у212. Отв. 16.

37. Круговым цилиндром радиуса а, ось которого совпадает с осью Oz,

плоскостями координат и плоскостью —|— = 1. Отв. а3
а а

1 (\
38. Цилиндрами х2 + у2 = а2, х2 + z2 = а2. Отв. — а3.

«5

39. ж2 + z2 = х, х = у, z = 0. Отв. —

.

64

40. я2+у2 + 22 = а2,а;2+у2 = Я2,а>Я. Отв. - тг[а3 - (у/а2 - R2 )3].

41. аг = ж2 + у2, z = 0, ж2 + у2 = 2аа\ Отв. - 7га3.
2

42. р2 = а2 cos20, ж2 + у2 + z2 = a2, z = 0. (Вычислить объем, внутренний

по отношению к цилиндру.) Отв. - а3 (37Г + 20 — 16 \/У).

(Н)
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Вычисление площади поверхности

43. Вычислить площадь той части поверхносги конуса х2 + у2 = z2, которая

высекается цилиндром х2 + у2 = 2ах. Отв. 2тга2 у/~2.

44. Вычислить площадь той части плоскости х + у + z = 2а, которая лежит

в первом октанте и ограничена цилиндром х2 + у2 = а2. Отв. y/~Z.
4

45. Вычислить площадь поверхности сферического сегмента (меньшего),
если радиус сферы а, а радиус основания сегмента 6. Отв. 2ъ (а2 — а у/ а2 — б2 ).

46. Найти площадь той части поверхности сферы х2 + у2 + z2 = а2,

которая вырезана поверхностью цилиндра
—- Н—- = 1 (а > Ь). Отв. 4тга2 —

а2 Ьг

— 8а-6 arcsin .

а

47. Найти площадь поверхности тела, являющегося общей частью двух

цилиндров х2 -f у2 = а2, у2 + z2 = а2. Отв. 16а2.

48. Вычислить площадь той части поверхности цилиндра х2 +у2 = 2ах,

которая содержится между плоскостью z = 0 и конусом х2 + у2 = z2. Отв. 8а2.

49. Вычислить площадь той части поверхности цилиндра х2-\-у2 = а2, которая

содержится между плоскостью z = mx и плоскостью 2 = 0. Отв. 2та2.

50. Вычислить площадь той части поверхности параболоида у2 + z2 = 2ах,

которая содержится между параболическим цилиндром у2 = ах и плоскостью

х = а. Отв. - 7га2 (3 v^ — 1).

Вычисление массы, координат центра тялсести,

момента инерции плоских фигур

(Всюду в задачах 51-62 и 64 считаем поверхностную плотность постоянной и

равной единице.)

51. Определить массу пластинки, имеющей форму круга с радиусом а, если

плотность в любой точке Р обратно пропорциональна расстоянию точки Р от оси

цилиндра (множитель пропорциональности равняется К). Отв. 2паК.

52. Вычислить координаты центра тяжести равностороннего треугольника,

принимая его высоту за ось Ох, а вершину треугольника за начало координат.

Отв. х = а у/3 /3, у = 0.

53. Найти координаты центра тяжести кругового сектора радиуса а, принимая

биссектрису его угла за ось Ох. Угол раствора сектора равен 2а.

_ 2а sin а
Отв. хс = , ус = 0.

За

54. Найти координаты центра тяжести верхней половины круга х2 + у2 = а2.

Отв. хс =0, ус = 4а/37г.

55. Найти координаты центра тяжести площади одной арки циклоиды

х = a (t — sin t), у = а (1 — cos t). Отв. хс = а7г, ус = 5а/6.

56. Найти координаты центра тяжести площади, ограниченной петлей кривой

о о лл ^ пау/~2
р' = a* cos 20. Отв. хс = , ус = 0.

8
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57. Найти координаты центра тяжести площади кардиоиды р = а(1 + cos0).
Отв. хс = 5а/б, ус = 0.

58. Вычислить момент инерции площади прямоугольника, ограниченного

прямыми х = 0, х = а, у
= 0, у = 6, относительно начала координат.

а6(а2+62)
Отв. — .

3 х2 у2
59. Вычислить момент инерции эллипса —- + —- = 1: а) относительно

аг Ъг

оси Оу; б) относительно начала координат. Отв. а) 7га36/4; б) 7га6(а2 + 62)/4.
60. Вычислить момент инерции площади круга р

= 2а cos в относительно

полюса. Отв. 37га4/2.
61. Вычислить момент инерции площади кардиоиды р = а(1 — cos0)

относительно полюса. Отв. 357га4/1б.
62. Вычислить момент инерции площади круга (х — а)2 + (у — б)2 = 2а2,

относительно оси Оу. Отв. 37га4.
63. Плотность в любой точке квадратной пластинки со стороной а

пропорциональна расстоянию этой точки от одной из вершин квадрата. Вычислить момент

инерции пластинки относительно стороны, проходящей через эту вершину. Отв.

— каъ [7 \/~2 + 3 In ( \/~2 + 1)], где к— множитель пропорциональности.

64. Вычислить момент инерции площади фигуры, ограниченной параболой
у2 = ах и прямой х = а, относительно прямой у = —а. Отв. 8а4/5.

Тройные интегралы

65. Вычислить JJJ —

, если область интегрирования ограничена

л л
1п2 5

координатными плоскостями и плоскостью х + у + z = 1. Отв. — .

2 16
а (х \у "II а6

66. Вычислить J < J \Jxyzdz\ dy> dx. Отв. —

.

о lo Lo J J 48

67. Вычислить объем тела, ограниченного сферой х2 + у2 + z2 = 4 и поверх-
19

ностью параболоида х2 + у2 = Zz. Отв. — 7Г.

6

68*^. Вычислить координаты центра тяжести и моменты инерции пирамиды,

Отв

abc

ограниченной плоскостями х = 0, у = 0, 2 = 0, —Н 1- — = 1. Отв. хс = а/4, ус =
а о с

= 6/4, zc = с/4; 1Х = а36с/60, 1У = Ь3ас/60, Iz = с3ас/60, /0 = (а2 + б2 + с2).
60

69. Вычислить момент инерции кругового прямого конуса относительно

его оси. Отв. — 7гЛг4, где h— высота, г— радиус основания конуса.

70. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью с уравнением

(x2+y2 + z2)2=a*x. Отв. тга3/3.
71. Вычислить момент инерции круглого конуса относительно диаметра

основания. Отв. (2h2+3r2).
60

V }

72. Вычислить координаты центра тяжести тела, содержащегося между

сферой радиуса а и конической поверхностью с углом при вершине 2а, если вершина
3

конуса совпадает с центром сферы. Отв. хс = 0, ус = 0, zc = - а(1 +cosa)
о

(ось конуса принята за ось Oz, вершина помещена в начале координат).

*) В задачах 68-69, 71-73 считаем плотность постоянной и равной единице.



Упр.] УПРАЖНЕНИЯ К ГЛАВЕ XIV 197

73. Вычислить координаты центра тяжести тела, ограниченного сферой
радиуса а и двумя плоскостями, проходящими через центр сферы и образующими угол

9 7Г
в 60°. Отв. р = — а, 0 = 0, у = — (линия пересечения плоскостей принята за

16 2
ось Oz, центр сферы—за начало координат; р, 0, <р— сферические координаты).

1 2 +°° 2
74. Пользуясь равенством —-—

,=
—-— J е~а х da. (а > 0), вычислить ин-

+?° cos х dx +?°smxdx
л

ПГ ПГ
ТеГраЛЫ / ~7Т-

" / ~VT-
°тв-

V Г' V 2-



Глава XV

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
И ИНТЕГРАЛЫ ПО ПОВЕРХНОСТИ

§ 1. Криволинейный интеграл

Пусть точка Р (х; у) движется вдоль некоторой плоской линии L

от точки М к точке N. К точке Р приложена сила F, которая
меняется по величине и направлению при перемещении точки Р,
т.е. представляет собой некоторую функцию координат точки Р:

F = F(P).
Вычислим работу А силы F при перемещении точки Р из

положения М в положение N (рис. 342). Для этого разобьем
кривую MN на п произвольных частей точками М = Мо, Мь ...,

..., Мп = N в направлении от М к N и обозначим через Asi

вектор MjMi+i. Величину силы F в точке М{ обозначим через
Fi. Тогда скалярное произведение FiAsi можно рассматривать

как приближенное выражение работы силы F вдоль дуги MiMj+i:

У1

xi Jtf+Ajt,

Ai « FiAsi.

Пусть

F = X(x,y)i + Y(x,y)j,
где X (x, у) и F(x, у) — проекции

вектора F на оси Ох и Оу. Обозначив через

AXi И Ayi ПрираЩеНИЯ КООрДИНаТ Х{ И ?/;

при переходе от точки М{ к точке М.+ь
получаем

Да* = Axii + AyJ.

Следовательно,

^ Asi = X (х{, у{) Ах{ + Y (х{, yi) Ay-.

Приближенное значение работы А силы F на всей кривой MN

будет

А « ^ Fi Asi = ]Г Iх (*ii 2/0 А^ + Y fa, yi) Ayi]. (1)

Рис. 342.

г=1 г=1
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Не делая точных формулировок, укажем пока, что если

существует предел выражения, стоящего в правой части равенства при

Asi —► О (при этом, очевидно, Ах{ —► О и Ayi —► 0), то этот предел

выражает работу силы F по кривой L от точки М до точки N:

п

А= lim Т[Х(х{,у{)Ах{ + ¥(хг,у{)Ау>). (2)
Л**—0 ~1
Ayi-+0 г~1

Справа стоящий предел*) называют криволинейным
интегралом от X (х, у) и Y (х, у) по кривой L и обозначают так:

А= fx(x,y)dx + Y(x,y)dy (3)
L

ИЛИ

(N)

А= J X(x,y)dx + Y(x,y)dy (3')

(М)

Пределы сумм вида (2) часто встречаются в математике и

механике, при этом X (х, у) и Y (х, у) рассматриваются как функции
двух переменных в некоторой области D.

Буквы М и АГ, стоящие вместо пределов интегрирования,

заключены в скобки в знак того, что это не числа, а обозначения концов

линии, по которой берется криволинейный интеграл. Направление
по кривой L от точки М к точке N называется направлением

интегрирования.

Если кривая L пространственная, то криволинейный интеграл
от трех функций X (х, у, z), У(х, у, z), Z(x,y,z) определяется
аналогично:

/ X (х, у, z)dx + Y (х, у, z) dy + Z (х, у, z) dz =

L

n

= lim ^1ХЛхь,Ук, zk)Axk+Y(xk,yk, zk)Ayk + Z(xk,yk, zk)Azk.
Axk^0 ...

A2fc-+0

Буква L, стоящая под знаком интеграла, указывает на то, что

интегрирование совершается вдоль кривой L.
Отметим два свойства криволинейного интеграла.
Свойство 1. Криволинейный интеграл определяется

подынтегральным выражением, формой кривой интегрирования и

указанием направления интегрирования.

*) Здесь предел интегральной суммы понимается в том же смысле, как это

было в случае определенного интеграла, см. § 2 гл. XI т. I.
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При изменении направления интегрирования криволинейный
интеграл меняет знак, так как при этом вектор Аз, а следовательно,
и его проекции Ах и Ау меняют знаки.

Свойство 2. Разобьем кривую L точкой К на части L\ и L^

так, что MN = MK + KN (рис. 343). Тогда из формулы (1)
непосредственно следует

(N) {К) (N)

[ Xdx + Ydy= f Xdx + Ydy+ f Xdx + Ydy.

(М) (М) (К)

Это соотношение справедливо для любого числа слагаемых.

Отметим еще, что определение криволинейного
интеграла остается в силе и в том случае, когда

кривая L замкнута.
В этом случае начальная и конечная точки на

кривой совпадают. Поэтому в случае замкнутой
(N)

кривой мы не можем писать / Xdx +Y dy, а толь-

(М)
ко / X dx + Y dy, указывая при этом обязательно направление об-

L

хода по замкнутой кривой L. Для обозначения криволинейного
интеграла по замкнутому контуру L очень часто употребляется
также символ

<Ь Xdx + Ydy.
L

Замечание. Мы пришли к понятию криволинейного интеграла,
рассматривая задачу о работе силы F на криволинейном пути L.
В этом случае во всех точках кривой L была задана сила

F как векторная функция F от координат точки приложения

(х; у); проекции переменного вектора F на оси координат равны

скалярным (т.е. числовым) функциям X (х, у) и Y (х, у). Поэтому
криволинейный интеграл вида f X dx + Y dy можно рассматривать

L

как интеграл от векторной функции F, заданной проекциями X и

Y. Интеграл от векторной функции F по кривой L обозначается
символом

Г

Fds.I
L

Если вектор F определяется своими проекциями X, Y, Z, то этот

интеграл равен криволинейному интегралу f X dx+ Y dy + Z dz. В
L

частности, если вектор F лежит на плоскости Оху, то интеграл

от этого вектора равен f X dx + Y dy.
L
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В тех случаях, когда криволинейный интеграл от векторной
функции F берется по замкнутой кривой L, этот криволинейный
интеграл называют также циркуляцией вектора F по замкнутому

контуру L.

§ 2. Вычисление криволинейного интеграла

В этом параграфе мы уточним понятие предела суммы (1) § 1

и в связи с этим уточним понятие криволинейного интеграла и

укажем способ его вычисления.

Пусть кривая L задана уравнениями в параметрической форме

x = <p(t), y = ip(t).

Рассмотрим дугу MN этой кривой

(рис. 344). Пусть точкам М и N

соответствуют значения параметра а и /?.
Разделим дугу MN на части Asi точками

Mi(xr,2/i), М2{х2',У2), •••, Мп(хп;уп),
При ЭТОМ ПОЛОЖИМ Х{ = <f{U), у{ = 1р (U).

Рассмотрим криволинейный интеграл

/ X (х, y)dx + Y (x, у) dy, (1)

Ч{

0

У

м

Ах

N

ь(Хк>Ук)

X

Рис. 344.

определенный в предыдущем параграфе. Приведем без
доказательства теорему о существовании криволинейного интеграла.
Если функции ip(t) и ф (t) непрерывны и имеют непрерывные
производные <p'(t) и ip'(t), а также непрерывны функции X[ip(t), ip(t)]
и Y [<p(t), ip(t)] как функции t на отрезке [а, /3], то существуют

пределы

lim У2х(х{, Уг)Ахг: = A, lim ГУ (я*, уг) Д^ = В

i=l i=l

(2)

где Xi и у{ —координаты некоторой точки, лежащей на дуге Дзг.
Эти пределы не зависят от способа деления дуги L на

частичные дуги Asj при условии, что Asi —► 0, не зависят от выбора
точки М*(#*,з^) на дуге As^ они называются криволинейными
интегралами и обозначаются так:

А= j X(x,y)dx, B= lY{x,y)dy. (2')
L L

Замечание. Из теоремы следует, что к тому же пределу
—

криволинейному интегралу— стремятся суммы, определенные в

предыдущем параграфе, где точки Mi(x~i, y{) являются концами

дуги Д$г, а система разбиения дуги L на части Дзг —любая.
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Сформулированная теорема дает возможность получить способ

для вычисления криволинейного интеграла.

Итак, по определению имеем

/ X (х, у) dx = lim Y] X (х,, уг) Ах{, (3)
J Axi-tO^
(М)

г~г

где

Axi = Xi
-

Xi-i = (f (U) - ip (U-г).
Преобразуем последнюю разность по формуле Лагранжа

Axi = if (U) - <р (U-x) = (р'(п) (U - U-г) = ip'{n) AU,

где Т{
—

некоторое значение t, заключенное между значениями ti-\
и U. Так как точку хг, у{ на дуге As{ можно выбирать
произвольно, то выберем ее так, чтобы ее координаты соответствовали

значению параметра то

Подставляя найденные значения х"г, y{ и Axi в формулу (3),
получим

/ X (х, у) dx = lim У,Х ^ (r')> ^ (T')l ^(r«) Ati-

(M)
i=1

Справа стоит предел интегральной суммы для непрерывной
функции одного переменного X[ip(t), ip(t)]ip'(t) на отрезке [а, /?].

Следовательно, этот предел равняется определенному интегралу

от этой функции:
(АО /3

J X(x,y)dx = Jx[<p(t), 1>(t)]<p'(t)dt.
(M) a

Аналогично получается формула
(АО /3

j Y{x,y)dy = JY[y(t), 1>(t)W(t)dt.
(M) a

Складывая почленно эти равенства, получим

(N)

X (х, у) dx + У (х, у) dy =

<*0 (3

= J{X[ip(t), ^{t)W{t)+Y[p{t), i>W{t)}dt. (4)

I
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Это и есть искомая формула для вычисления криволинейного
интеграла.

Аналогичным образом вычисляется криволинейный интеграл

/ Xdx + Ydy + Zdz

¥>(*),по пространственной кривой, заданной уравнениями х

у
= ф(1), z = X(t).
Пример 1. Вычислить криволинейный интеграл от тройки функций: х3;

Згу2; —х2у (или, что то же, от векторной функции x3i + 3zy2j — х2ук) вдоль

отрезка прямой, идущего от точки М (3; 2; 1) до точки N (0; 0; 0) (рис. 345).
Решение. Для того чтобы найти

параметрические уравнения линии MN, вдоль которой

надлежит интегрировать, напишем уравнение прямой,

проходящей через данные две точки: N(0;0;0)
z_
1'

обозначив все эти отношения одной буквой t,

получим уравнения прямой в параметрическом виде:

х = St, y = 2t, z = t.

M(3;2;l)
У

Рис. 345.

При этом началу отрезка MN соответствует, очевидно, значение параметра t = 1,
а концу отрезка

—значение t = 0. Производные от х, у, z по параметру t (которые
понадобятся при вычислении криволинейного интеграла) находятся легко:

x't=3, y't=2, z't = l.

Теперь искомый криволинейный интеграл можно вычислить с помощью

формулы (4):

(N)

/ х3 dx + Згу2 dy — х2у dz

(М)

: |[(3*)3 3 + 3t • (2t)2 • 2 - (3t)2 2tl]dt =
о

87
= fs7t3dt = -^

Пример 2. Вычислить криволинейный интеграл от пары

функций: 6х2у, Юху2 вдоль плоской кривой у = х3 от точки

М(1; 1) до точки iV (2; 8) (рис. 346).
Решение. Для вычисления искомого интеграла

(N)

J 6x2ydx + Юху2 dy надо иметь параметрические уравнения

(М)

данной кривой. Однако заданное явно уравнение кривой у = х3

является частным случаем параметрического: здесь

параметром служит абсцисса х точки кривой, и параметрические

уравнения таковы:

Параметр х меняется от х\ = 1 до Х2

параметру легко вычислить:

2. Производные по

= 1, :3XZ

Рис. 346.
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Следовательно,

(АО

/ 6х2 dx + Юху2
(М)

dy = f(6x2x3 • 1 + 10ss6 • 3x2)dx ■■

■ f(6x5 + ЗОя9) dx = [х6 + Зх10] \ = 3132.

Укажем теперь на некоторые приложения криволинейного
интеграла.

1. Выражение площади области, ограниченной кривой, через
криволинейный интеграл. Пусть в плоскости Оху дана такая

ограниченная контуром L область D, что всякая прямая,

параллельная той или иной из координатных осей и проходящая через

внутреннюю точку области, пересекает границу L области не более

чем в двух точках (т.е. область D правильная) (рис. 347).

\У

м

0 t

Р CL>

I
D J
Q 9~*ik '

2 1

N

b x 0 a FT

Рис. 347. Рис. 348.

Предположим, что на ось Ох область D проектируется в отрезок

[а, 6], причем снизу она ограничивается кривой (li):

У = У1 (я),

а сверху
— кривой (/2):

2/= 2/2 0*0, (2/1 (х) < 02 0*0).

Тогда площадь области D равна

ь ь

S = / 2/2 (х) dx - / 2/1 (х) dx.

а а

Но первый интеграл есть криволинейный интеграл по кривой

Z2(MPiV), так как у
= у2(х) есть уравнение этой кривой;

следовательно,
о

/ 2/2 {x) dx= у dx.

MPN



§21 ВЫЧИСЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА 205

Второй интеграл есть криволинейный интеграл по кривой li (MQN),
т.е.

/ 2/i (x) dx= у dx.

a MQN

гва 1 криволинейно

/ ydx = - / yt

MQN

На основании свойства 1 криволинейного интеграла имеем

jdx.
MPN NPM

Следовательно,

S = — / ydx — / ydx = — Ф у dx. (5)
NPM MQN L

При этом кривая L обходится в направлении против часовой

стрелки.
Если часть границы L составляет отрезок М\М, параллельный

(АО
оси Оу, то / ydx = 0, и равенство (5) остается справедливым и

в этом случае (рис. 348).
Аналогично можно показать, что

= Ф xdy. (6)
L

Складывая почленно равенства (5) и (6) и деля на 2, получим
еще одну формулу для вычисления площади S:

5-}/,*-,*. (7)
L

Пример 3. Вычислить площадь эллипса х = a cost, у = b smt.

Решение. По формуле (7) находим:
2тг

S = i [a cos t (b cos t) — b sin t (—a sin t)] dt = nab.

о

Отметим, что формула (7), а также формулы (5) и (6)
справедливы и для площадей, границы которых пересекаются
линиями, параллельными координатным осям, более чем в двух точках

(рис. 349). Для доказательства этого разобьем данную область

(рис. 349) с помощью линии I* на две правильные области. Для
каждой из них справедлива формула (7). Складывая левые и

правые части, получим слева площадь данной области, справа—
криволинейный интеграл (с коэффициентом 1/2), взятый по всей

границе, так как криволинейный интеграл по линии раздела I*

берется дважды
— в прямом и обратном направлениях и,

следовательно, равен нулю.



206 КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [ГЛ. XV

М2(а2;Ь2;с2)

}F=mgk

Mt(ar>b,;c,)

0 х

Рис. 349. Рис. 350.

2. Задача о вычислении работы переменной силы F на

некотором криволинейном пути L. Как было показано в начале

§ 1, работа, совершенная силой F = X (х, у, z) i 4- Y (х, у, z)j 4-

+Z(x, у, z)k вдоль линии L = MN, равна криволинейному

интегралу:

(N)

А = / X (х, у, z) dx + Y (х, у, z)dy + Z (х, у, z) dz.

(АО

Рассмотрим пример, показывающий, как производится

вычисление работы силы в конкретных случаях.

Пример 4. Определить работу Л силы тяжести F при перемещении массы т

из точки М\ (ai, 61, с\) в точку Мг (а2, &2, с2) по произвольному пути L (рис. 350).
Решение. Проекции силы тяжести F на оси координат равны

X = 0, У = 0, Z = -Ш0.

Следовательно, искомая работа

(М2) с2

Л= / X dx + Y dy + Z dz = / (-mg)dz = mg(c\ — C2).

(MO ex

Следовательно, в этом случае криволинейный интеграл не зависит от пути

интегрирования, а зависит только от начальной и конечной точек. Точнее, работа
силы тяжести зависит только от разности высот конечной и начальной точек

пути.

§ 3. Формула Грина

Установим связь между двойным интегралом по некоторой
плоской области D и криволинейным интегралом по границе L

этой области.

Пусть в плоскости Оху дана ограниченная замкнутым

контуром L область D, правильная как в направлении оси Ох, так и в

направлении оси Оу. Пусть эта область ограничена снизу кривой
у = уг (х), а сверху кривой у = у2 (х), уг (х) ^ у2 (х) (а ^ х ^ Ь)
(рис. 347).
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В совокупности обе эти кривые составляют замкнутый
контур L. Пусть в области D заданы непрерывные функции X (х, у)
и Y (х, у), имеющие непрерывные частные производные.

Рассмотрим интеграл

D

Представляя его в виде двукратного, получим:

6 У2 (я) 6

Jj°2Ldxdy = J'( J ^dyyx = jx{x,y)\
D a y\(я) а

b

= J[X(x,y2(x))-X(x,yi(x))}dx. (1)
a

b

Заметим, что интеграл fX (x, y2 (x))dx численно равен криволи-
a

нейному интегралу

/ X (х, у) dx,
MPN

взятому по кривой MPN, уравнения которой в параметрической
форме суть

х = х, у
= у2(х),

где х— параметр.
Таким образом,

6

/х(х, y2(x))dx = J X(x,y)dx. (2)
a MPN

Аналогично интеграл
6

/ Х(х, уг (x))dx
а

численно равен криволинейному интегралу по дуге MQN:
ь

[х(х, yi(x))dx= J X(x,y)dx. (3)
a MQN

Подставляя выражения (2) и (3) в формулу (1), получим:

JJ^dxdy= J X(x,y)dx- J X(x,y)dx. (4)
D MPN MQN



208 КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ [ГЛ. XV

Но

/ X (х, у) dx = - / X (х, у) dx

MQN NQM

(см. §1, свойство 1). Следовательно, формулу (4) можно написать

так:

jj^dxdy= J X(x,y)dx+ J X(x,y)dx.
D MPN NQM

Но сумма криволинейных интегралов, стоящих в правой части,
равна криволинейному интегралу, взятому по всей замкнутой кривой
L в направлении по часовой стрелке. Следовательно, последнее

равенство можно привести к такому виду:

ff^dxdy=Ix(x,y)dx. (5)

i часть rpai

Оу, то

D

Если часть границы составляет отрезок /з, параллельный оси

Jx(x,y)dx = 0,

h

и равенство (5) остается справедливым и в этом случае.

Аналогично найдем:

JJ%-dxdy = -<fY(x,y)dy. (6)
D L

Вычитая (5) из (6), получим:

D L

Если обход контура L совершается против часовой стрелки, то*)

JS{%-%)dxdy = jxdx+Ydy-
D L

Это и есть формула Грина, названная так по имени английского

физика и математика Д.Грина (1793—1841) **).

*) Если в криволинейном интеграле по замкнутому контуру не указано

направление обхода контура, то предполагается, что этот обход производится против
часовой стрелки. Если же обход производится по часовой стрелке, это должно

быть специально оговорено.

**) Эта формула является частным случаем более общей формулы, открытой

русским математиком М. В. Остроградским.
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/

Мы предполагали, что область D правильная. Но, как и в

задаче о площади (см. §2), можно показать, что эта формула
справедлива для любой области, которую можно разбить на

правильные области.

§ 4. Условия независимости криволинейного интеграла
от пути интегрирования

Рассмотрим криволинейный интеграл

Xdx + Ydy,
^-^P

(д/) Рис. 351.

взятый по некоторой плоской кривой L, соединяющей точки МиАГ.

Будем предполагать, что функции X (х, у) и Y (х, у) имеют

непрерывные частные производные в рассматриваемой области D.

Выясним, при каких условиях написанный криволинейный интеграл
не зависит от формы кривой L, а зависит только от положения

начальной и конечной точек М и N.

Рассмотрим две произвольные кривые MPN и MQN,
лежащие в рассматриваемой области D и соединяющие точки М и N

(рис. 351). Пусть

/ Xdx + Ydy = f Xdx + Ydy, (l)
MPN MQN

T* e*

I Xdx + Ydy- J Xdx + Ydy = 0.

MPN MQN

Тогда на основании свойств 1 и 2 криволинейных интегралов (§1)
имеем

/ Xdx + Ydy+ f Xdx + Ydy = 0,

MPN NQM

т.е. криволинейный интеграл по замкнутому контуру L

f Xdx + Ydy = 0. (2)
L

В последней формуле криволинейный интеграл взят по

замкнутому контуру L, составленному из кривых MPN и NQM. Этот
контур L можно, очевидно, считать произвольным.

Таким образом, из условия, что для любых двух точек М и N

криволинейный интеграл не зависит от формы соединяющей их

кривой, а зависит только от положения этих точек, следует, что
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криволинейный интеграл по любому замкнутому контуру равен

нулю.

Справедливо и обратное заключение: если криволинейный
интеграл по любому замкнутому контуру равен нулю, то этот

криволинейный интеграл не зависит от формы кривой, соединяющей
две любые точки, а зависит только от положения этих точек.

Действительно, из равенства (2) следует равенство (1).
В примере 4 §2 криволинейный интеграл не зависит от пути

интегрирования, в примере 3 криволинейный интеграл зависит от

пути интегрирования, так как в этом примере интеграл по

замкнутому контуру не равняется нулю, а дает площадь, ограниченную

рассматриваемым контуром; в примерах 1 и 2 криволинейные

интегралы также зависят от пути интегрирования.
Естественно возникает вопрос: каким условиям должны

удовлетворять функции X (х, у) и У (х, у) для того, чтобы

криволинейный интеграл J X dx + У dy по любому замкнутому контуру был

равен нулю. Ответ на этот вопрос дает следующая теорема:

Теорема. Пусть во всех точках некоторой области D

функции Х(х,у), Y (х, у) вместе со своими частными производными

—0 и
—дх непрерывны. Тогда, для того чтобы

криволинейный интеграл по любому замкнутому контуру L, лежащему
в области D, был равен нулю, т. е. чтобы

fx(x,y)dx + Y(x,y)dy = 0, (2')

L

необходимо и достаточно выполнение равенства

дх
_

дУ /оч

во всех точках области D.

Доказательство. Рассмотрим произвольный замкнутый хонтур
L в области D и для него напишем формулу Грина:

jj{%-dt)dxdy = fxdx+Ydy-
D L

Если выполняется условие (3), то двойной интеграл, стоящий

слева, тождественно равен нулю и, следовательно,

<Ь Xdx + Ydy = Q.

L

Таким образом, достаточность условия (3) доказана.

Докажем теперь необходимость этого условия, т.е. докажем,
что если равенство (2) выполняется для любой замкнутой кривой
L в области D, то в каждой точке этой области выполняется и

условие (3).
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Допустим, напротив, что равенство (2) выполняется, т.е.

Xdx + Ydy = 0/■
L

а условие (3) не выполняется, т.е.

дУ дх t

0
дх ду

'

хотя бы в одной точке. Пусть, например, в некоторой точке

Р(хо'<>Уо) имеем неравенство

дУ дх
0

дх ду

Так как в левой части неравенства стоит непрерывная

функция, то она будет положительна и больше некоторого числа 6 > О

во всех точках некоторой достаточно малой области D',
содержащей точку Р(хо;2/о)- Возьмем двойной интеграл по этой области

дУ ЭХ ~ ^

от разности -Q -Q-. Он будет иметь положительное значение.

Действительно,

// (§± " Щ) dxdy > f[sdxdy = 6 ffdxdy = 6D' > 0.

D' D' D'

Но по формуле Грина левая часть последнего неравенства равна

криволинейному интегралу по границе V области D', который

равен нулю. Следовательно, последнее неравенство противоречит

условию (2), и значит, предположение, что
-^

—

-g-
отлично от

нуля хотя бы в одной точке, неверно. Отсюда вытекает, что

дУ дх
_ 0

дх ду

во всех точках данной области D.

Таким образом, теорема полностью доказана.
В §9 гл. XIII было доказано, что выполнение условия

дУ(х, у)
_

дХ (ж, у)
дх

~

ду

равносильно тому, что выражение Xdx + Y dy есть полный

дифференциал некоторой функции и(х,у), т.е.

X dx + Y dy = du (x, у),

причем

X{x,y) = fx, У(х,») = §.
Но в этом случае вектор

F = Xi + Yi = fxi + %i
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есть градиент функции и(х, у)] функция и(х, у), градиент которой

равен вектору Xi + Yj, называется потенциалом этого вектора.

Докажем, что в этом случае криволинейный интеграл I =

(АО
= J Xdx + Ydy по любой кривой L, соединяющей точки М и N,

(АО
равняется разности значений функции и в этих точках:

(АО (лг)

/= f Xdx + Ydy= f du(x,y)=u(N)-u(M).

(М) (М)

Доказательство. Если Xdx + Y dy является полным

дифференциалом функции и(х, у), то X = ^|, Y = -^ и криволинейный
интеграл примет вид

(ЛГ)

_ [ ди
~

У дх dx+fydy.
(М)

Для вычисления этого интеграла напишем параметрические

уравнения кривой L, соединяющей точки М и N:

x = <p(t), y = ip(t).

Будем считать, что значению параметра t = to соответствует
точка М, а значению t = Т— точка N. Тогда криволинейный

интеграл сведется к следующему определенному интегралу:

т

I Лди
Же

, du dy] i.

дх dt
+

ду dt\ai-
to

Выражение, стоящее в скобках, есть функция от £, являющаяся

полной производной от функции u[p(t), ip(t)] no t. Поэтому

= гф(П ^(Г)]-<ф(*0), ^(*o)]=ti(N)-ti(M).
Как мы видим, криволинейный интеграл от полного

дифференциала не зависит от формы кривой, по которой производится
интегрирование.

Аналогичное утверждение имеет место и для криволинейного
интеграла по пространственной кривой (см. ниже § 7).

Замечание. Иногда приходится рассматривать криволинейные

интегралы по длине дуги L от некоторой функции X (х, у):

f
n

/ X(x,y)ds= lim y2x(xi,yi)Asi, (4)
J &Si—►Of—f
r. »=1
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где ds—дифференциал дуги. Вычисляются такие интегралы
аналогично вычислению рассмотренных выше криволинейных
интегралов. Пусть кривая L задана параметрическими уравнениями

x = <p(t), у = <ф(г),

где ip(t), ip(t), <p'(t), ip'(t) — непрерывные функции от t.

Пусть а и /3— значения параметра t, соответствующие началу
и концу дуги L. Так как

ds = y/ip'{t)2+ip'(t)2 dt,
то мы получаем формулу для вычисления интеграла (4):

Jx(x,y)ds = У*МО, ^(t)]y/vWT^Wdt.
L а

Можно рассматривать криволинейный интеграл по дуге

пространственной кривой х = tp (£), у = ip (t), z = х (t):
/з

Jx(x,y,z)ds = Jx[p{t), ^(0, X{t)]y/<p>{t)* +ПФ +X'W *•

L oc

С помощью криволинейных интегралов по дуге определяются,

например, координаты центра тяжести линий.

Рассуждая так же, как в §8 гл. XII (т. I), получим формулу для

вычисления координат центра тяжести пространственной кривой

/ xds J yds J zds

Xc =

JdT ' Ус = ~Jls~ ' Zc =

fds~
' ^

L L L

Пример. Найти координаты центра тяжести одного витка винтовой линии

х = a cos t, у = a sin £, z = bt (0 ^ t < 27г),

если ее линейная плотность постоянна.

Решение. Применяя формулу (5), найдем:
2ir 2ir

J a cos ty a2 sin2 t + a2 cos2 t + b2 dt J a cos t y/ a2 + b2 dt
„ _

о
_

о a • 0
_ n

~

»-
,

~

2*
~

2тг
~ U'

/ V a2 sin2* + a2 cos2* + 62<ft / V a2 + b2 dt
о о

Аналогично yc
= 0,

zc =
*
_ = ^4 =*b.

J bt y/ a2 sin2 * + a2 cos2 * + b2 dt

2тгу/а2+Ь2
~

27r'2

Итак, координаты центра масс одного витка винтовой линии равны

хс =0, ус = 0, zc = тгЬ.
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§ 5. Поверхностный интеграл

Пусть в прямоугольной системе координат Oxyz задана

некоторая область V. Пусть в области V задана поверхность <т,

ограниченная некоторой пространственной линией А.

Относительно поверхности а мы будем предполагать, что в

каждой ее точке Р определяется положительное направление

нормали единичным вектором п(Р), направляющие косинусы которого
являются непрерывными функциями координат точек поверхности.

Пусть в каждой точке поверхности определен вектор

F = Х(х, у, z)i + Y(x, у, z)j + Z(x, у, z)k,

где X, У, Z— непрерывные функции координат.
Разобьем поверхность каким-либо способом на элементарные

площадки А<Т{. На каждой площадке возьмем произвольную точку

Pi и рассмотрим сумму

£^(Р,)п(Р;))Д<Г;, (1)

где F (Pi) — значение вектора F в точке Pi площадки Дет;, n(Pi)—
единичный вектор нормали в этой точке, Fn—скалярное

произведение этих векторов.

Предел суммы (1), распространенный на все площадки Acfi при

стремлении к нулю диаметров всех таких площадок, называется

поверхностным интегралом и обозначается символом

// Fnda.

Таким образом, по определению*),

lim У^ Fitii А(п = Fn da.
diamA<7i^0Z-' J J

a

Каждое слагаемое суммы (1)

F{ni A<n = Fi Aai cos(ni, F{)

(2)

(3)
Рис. 352.

может быть истолковано механически

следующим образом: это произведение равно объему цилиндра с

основанием Adi и высотой F{ cos(rii, Fi). Если вектор F есть скорость

жидкости, протекающей через поверхность а, то произведение (3)

*) Если поверхность а такова, что в каждой ее точке существует касательная

плоскость, которая непрерывно меняется с перемещением точки Р по

поверхности, и если векторная функция F непрерывна на этой поверхности, то этот

предел существует (эту теорему о существовании интеграла по поверхности мы

принимаем без доказательства).
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равно количеству жидкости, протекающей через площадку Аа{ за

единицу времени в направлении вектора щ (рис. 352).
Выражение ff Fn da представляет собой общее количество жид-

кости, протекающей в единицу времени через поверхность а в

положительном направлении, если под вектором F подразумевать

вектор скорости течения жидкости в данной точке. Поэтому
поверхностный интеграл (2) называется потоком векторного поля

F через поверхность а.

Из определения поверхностного интеграла следует, что если

поверхность а разбить на части а\, а2, ..., <?к, то

II Fnda = Fnda + Fnda + ...+ Fnda.

Выразим единичный вектор п через его проекции на оси

координат: п = cos(n, х) г + cos(n, у) j + cos(n, z) k*\
Подставляя в интеграл (2) выражения векторов F и п через

их проекции, получим:

// Fnda = // [X cos(n, x) + Y cos(n, у) + Z cos(n, z)] da. (2;)

Произведение Аа cos(n, z) есть проекция площадки Аа на

плоскость Оху (рис. 353); аналогичное утверждение справедливо и для

произведений Aacos(n,x) и Aacos(n,y):

Аа cos(n, х) = Aayz,
Аа cos(n, у) = Aaxz,
Аа cos(n, z) = Ааху,

(4)

где Aayz, Aaxz, Aaxy — проекции

площадки Аа на соответствующие
координатные плоскости.

На основании этого интеграл (2;)
записывают также в другой форме:

Рис. 353.

/ / Fn da = [X cos (n, x) + Y cos (n, y) + Z cos (n, z)] da =

= ffxdydz + Ydxdz + Zdxdz. {2")

*) В упражнениях встречаются обозначения

cos(n, x) = cos a, cos(n, у) = cos/3, cos (n, z) = cos7.
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§ 6. Вычисление поверхностного интеграла

Вычисление интеграла по кривой поверхности сводится к

вычислению двойного интеграла по плоской области.

Укажем, например, способ вычисления интеграла

// Z cos(n, z)d(j.

Ih

Пусть поверхность а такова, что всякая прямая, параллельная
оси Oz, пересекает ее в одной точке. Тогда уравнение поверхности
можно написать в виде

z = f(x, у).
Обозначая через D проекцию поверхности а на плоскость Оху,
получим (на основании определения поверхностного интеграла)

п

Z (х, у, z) cos (n, z) da = lim V) Z (x{, yu z{) cos (гц, z) A<n.
diam Acri-+Q I—^

i=l

Учитывая, далее, последнюю из формул (4) §5, получим

// Z cos(n, z)d(j = lim V^Z^,^, f (xu у{)) (Aaxy)i =
J J diam A<Txy —0^

n

= ±,. lim ftEZ(Xi'2/i, f(xi,yi))\A<rxy\i,
diam Acr-+Q *—*

а последнее выражение есть интегральная сумма для двойного

интеграла от функции Z(x, у, /(х, у)) по области D. Поэтому

// Z cos(n, z)da = ± Z(x,y, f(x,y))dxdy.
<т D

При этом перед двойным интегралом берется знак плюс, если

cos(n, z) ^ 0, и знак минус, если cos(n, z) ^ 0.

Если поверхность а не удовлетворяет условию, указанному в

начале этого параграфа, то ее разбивают на части,

удовлетворяющие этому условию, и вычисляют интеграл по каждой части

отдельно.
Аналогично вычисляются интегралы

/ / X cos (n, x) da, Y cos (n> У) d<7-

Доказанное оправдывает запись поверхностного интеграла

в форме (2") из §5.
При этом правую часть равенства (2") можно рассматривать как

сумму двойных интегралов по соответствующим проекциям области
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а, причем знаки этих двойных интегралов (или, как говорят иначе,

знаки произведений dydz, dxdz, dxdy) берутся в соответствии с

указанным выше правилом.

Пример 1. Пусть замкнутая поверхность а такова, что всякая прямая,

параллельная оси Oz, пересекает ее не более чем в двух точках.

Рассмотрим интеграл
г /

z cos(n, z)dcr.II-
Положительным направлением нормали будем считать внешнюю нормаль.

В данном случае поверхность можно разбить на две части: нижнюю и верхнюю;

их уравнения будут, соответственно, z = f\ (х, у) и z = /2 (х, у). Обозначим через
D проекцию а на плоскость Оху (рис. 354): тогда

// z cos(n, z)dcr = // /2 (ж, у)dxdy - // /1 (я, у)dxdy.
oDD

Знак минус у второго интеграла взят потому, что в поверхностном интеграле

знак dxdy на поверхности z = f\ (x, у) нужно взять отрицательным, так как для

нее cos(n, z) отрицателен.

гхЧ*(х>У)

1 '*-f,(xA

Рис. 354. Рис. 355.

Но разность интегралов, стоящих справа в последней формуле, дает объем,

ограниченный поверхностью а. Значит, объем тела, ограниченного замкнутой

поверхностью сг, равен следующему интегралу по поверхности:

z cos (п, z)dcr.

Пример 2. Положительный электрический заряд е, помещенный в начале

координат, создает векторное поле, так что в каждой точке пространства

определяется вектор F по закону Кулона:

F = к 4- г>

где г — расстояние рассматриваемой точки от начала координат; г — единичный

вектор, направленный по радиус-вектору данной точки (рис. 355); к—

постоянный коэффициент. Определить поток векторного поля через сферу радиуса R
с центром в начале координат.
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Решение. Принимая во внимание, что г = R = const, будем иметь:

а а

Но последний интеграл равен площади поверхности а. Действительно, по

определению интеграла (учитывая, что т = 1), получим

/ / rnda = lim V^ гипи Асгь = 1*т / ^к = сг-

Следовательно, поток равняется ||а=-||.47гЯ2=47гА;е.

§ 7. Формула Стокса

Пусть имеем поверхность а такую, что всякая прямая,

параллельная оси Oz, пересекает ее в одной точке. Границу поверхности
а обозначим через Л. Положительное направление нормали п

возьмем так, чтобы она образовывала с положительным направлением

оси Oz острый угол (рис. 356).
Пусть уравнение поверхности есть z = f (х, у). Направляющие

косинусы нормали выражаются формулами (см. §6 гл. IX т. I):

cos(n, х) =

cos(n, у) =

cos(n, z) =

ж
дх

1 + (й)Ч^2
(1)

ду)

1 + \дх) +{ду)
Будем предполагать, что поверхность а всеми своими точками

лежит в некоторой области V. Пусть в области V задана функция
X (х, у, z), непрерывная вместе с частными производными первого

порядка. Рассмотрим криволинейный интеграл по кривой А

/ X (х, у, z) dx.

На линии Л имеем z = / (х, у), где х, у
—

координаты точек линии

I/, являющейся проекцией линии Л на плоскость Оху (рис. 356).
Следовательно, мы можем написать равенство

<р X (х, у, z)dxdx = <f> X (х, у, / (х, у)) dx. (2)
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Последний интеграл есть криволинейный интеграл по линии L.

Преобразуем этот интеграл по формуле Грина, положив

Х(*,У, /(х,2/)) = Х(х, у), 0 = F(x, у).
Подставляя в формулу Грина вместо X и Y их выражения,

получим

- JJ
9Х (*' Уэ/(Х' У))

dxdy = jx (х, у, f(x,y))dx, (3)
D L

где область D ограничена линией L. На основании производной
сложной функции X (х, у, /(х, у)), где у входит и непосредственно,
и через функцию z = f (х, у), найдем:

ЭХ (а:, у, /(а, у))
_

dX(x,y,z) дХ (х, у, z) д/ (а, у) m
ду ду

^
dz ду w

Подставляя выражение (4) в левую часть равенства (3), получим:

"//Р^+^%^^] <*x«*, = fX(x, у, f(x, У))&.
D А

Последнее равенство с учетом равенства (2) можно переписать так:

jx{x,y,z)dx = - JJ^dxdy- jj^dJ-dxdy. (5)
Л D D

Последние два интеграла преобразуются в интегралы по

поверхности. Действительно, на основании формулы (2") из §5 следует,
что если имеем некоторую функцию А(х, у, z), то справедливо

равенство

/ / А(х, у, z) cos(n, z)da — 11 Adxdy.
cr er

На основании этого равенства интегралы, стоящие в правой части

равенства (5), преобразуются следующим образом:

ll^dxdy = Jj^coS(n,z)d<T,
(6)

D

Последний интеграл преобразуем с помощью формул (1)
настоящего параграфа: деля почленно второе из этих равенств на третье,

находим:
cos(n, у)

__
df

cos(n, z) ду
'

ИЛИ

^ cos(n, z) = -cos(n, у).
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Следовательно,

//fi^= -//f cos(^)^- (?)
D а

Подставляя выражения (6) и (7) в равенство (5), получаем

<Ь Х(х, у, z)dx = - и Щ cos (n, z) da Л- II |~ cos (n, у) da. (8)
Л <т <т

Направление обхода контура Л должно быть согласно с

выбранным направлением положительной нормали п. Именно, если

наблюдатель смотрит с конца нормали, то он видит обход вдоль

кривой Л против часовой стрелки.
Формула (8) справедлива для любой поверхности, если эту

поверхность можно разбить на части, уравнения которых имеют вид

z = f(x, у).
Аналогично можно написать формулы

j Y (х, у, z) dy = И [-f£ cos (n, x) + % cos (n, z)] da, (8')
A a

JZ(x, y, z)dz = jf[-% cos(n, y) 4- Щ cos(n, *)] da. (8")
Л а

Складывая левые и правые части равенств (8), (8;) и (8/;),
получим формулу

j>Xdx + Ydy + Zdz= И [(Ц - U) cos(n, x) +

Л а

+ (f " f) cos <»• *>+ (f " f) cos <»'*>]dff- <9>

Эта формула называется формулой Стпокса по имени

английского физика и математика Д. Стокса (1819-1903). Она устанавливает
зависимость между интегралом по поверхности а и

криволинейным интегралом по границе Л этой поверхности, причем обход по

кривой Л совершается по тому же правилу, которое было указано
выше.

Вектор В, определяемый проекциями

D_az_ay r_<L£_^ я -

dY дх
х

""

ду dz ' пу~ dz дх' п*~ дх ду
'

называется вихрем или ротором векторной функции F = Xi +

+Yj + Zk и обозначается*) символом rotf.

*) rot — три буквы французского слова rotation, что значит «вращение».
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Следовательно, в векторной форме формула (9) будет иметь

вид

<Ь Fds= П niotF da, (9')
Л <т

и теорема Стокса формулируется так:

Циркуляция вектора вдоль контура некоторой поверхности
равна потоку вихря через эту поверхность.

Замечание. Если поверхность а есть кусок плоскости,
параллельной плоскости Оху, то Az = 0, и мы получаем формулу Грина
как частный случай формулы Стокса.

Из формулы (9) следует, что если

аг_ах_п й^_йИ-п <L£_<^L-n nm
дх ду

~и'
ду dz ~и' dz дх ""и' ^iu;

то криволинейный интеграл по любой пространственной замкнутой
кривой Л равен нулю:

/ Xdx + Ydy + Zdz = 0. (11)
л

Отсюда следует, что в этом случае криволинейный интеграл не

зависит от формы кривой интегрирования.
Как и в случае плоской кривой, можно показать, что для

выполнения равенства (11) условия (10) являются не только

достаточными, но и необходимыми.
При выполнении этих условий подынтегральное выражение есть

полный дифференциал некоторой функции и(х, у, z):

X dx + Y dy + Zdz = du (x, y, z)

и, следовательно,

(АО (ЛГ)

[ Xdx + Ydy + Zdz= f du = u(N)-u(M).

(M) (M)

Это доказывается так же, как соответствующая формула для

функции двух переменных (см. §4).
Пример 1. Напишем основные уравнения динамики материальной точки

т
dvx

_ v dvy dvz
_ 7

m"dT-X' т_5Г-у' m1T-Z'

Здесь m— масса точки; X, Y, Z— проекции на оси координат силы, действующей
dx dv dz

на точку; vx =
-гг, vy = rjr, vz = -гг

—

проекции скорости v на оси координат.

Умножим левые и правые части написанных уравнений на выражения

vx dt = dx, vy dt = dy, vz dt = dz.
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Сложив почленно данные равенства, получим

тп (vx dvx + vy dvy + vz dvz ) = Xdx + Ydy + Z dz,

m±d(vl+vl+v2z) = Xdx + Ydy + Zdz.

Так как v2 + v2 + v2 = v2, то мы можем написать:

>(Ь»2) = Xds + Vdy + Zdz.

Возьмем интеграл вдоль траектории, соединяющей точки М\ и Мг:

(м2)

~= Г Xdx + Ydy + Zdz,ту гах>2
—

ту тпи

(Mi)

где vi и V2 — скорость в точках М\ и Мг-

Последнее равенство выражает теорему живых сил: приращение кинетической

энергии при переходе из одной точки в другую равно работе силы, действующей

на массу т.

Пример 2. Определить работу силы ньютонова притяжения к неподвижному

центру массы т при перемещении единичной массы из положения М\ (а\\ Ь\\ с\)
в положение Мг (аг; Ьг; сг).

Решение. Пусть начало координат помещено в неподвижный центр
притяжения. Обозначим через г радиус-вектор точки М (рис. 357),

соответствующий произвольному положению единичной массы, а

через г° — единичный вектор, направленный по вектору г.

"*°
где к— гравитационная постоянная.Тогда F = -^г"

™2 Проекции силы F на оси координат будут

X = —km
r2 r

' У = -km X У
г2 г

Рис. 357.

Тогда работа силы F на пути М\ Мг равна

(м2)

Z = -km 1_ г

г2 г
'

-km I
х dx + у dy + z dz

(м2)

-km i
(Mo)

rdr
■ km J*®

(mo (Mi) (mo

(так как г2 = x2 + у2 + z2, r dr = x dx + у dy + z dz). Если обозначить через г\ и гг

длины радиус-векторов точек М\ и Мг, то

\Г2 Г\)

Таким образом, здесь криволинейный интеграл также не зависит от формы

кривой интегрирования, а зависит только от положения начальной и конечной

точек. Функция и = называется потенциалом поля тяготения, создаваемого

массой т. В данном случае

v _
диЛ ~

Ш>
ди
ду

,? _ ди
Z~Wz' A = u(M2)-u(Mi),

т.е. работа при перенесении единичной массы равняется разности значений

потенциала в конечной и начальной точках.
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§ 8. Формула Остроградского

Пусть в пространстве задана правильная трехмерная область V,
ограниченная замкнутой поверхностью а и проектирующаяся на

плоскость Оху в правильную двухмерную область D. Мы

предположим, что поверхность а можно разбить на три части а\, а2

и аз так, что уравнения первых двух имеют вид z = /1 (х, у) и

2 = /2, (я, 2/), где /i(x, у) и /2(х, у) —функции, непрерывные в

области D, а третья часть аз есть цилиндрическая поверхность

с образующей, параллельной оси Oz.

Рассмотрим интеграл

Щщр&ъьь.I

V

Произведем сначала интегрирование по z:

Ых,2/)

Л /l(*,V)

= Z(x,y, f2(x,y))dxdy- Z(x,y, fi(x, y))dxdy. (1)

Выберем на нормали к поверхности определенное направление,
а именно то, которое совпадает с направлением внешней нормали
к поверхности а. Тогда cos(n, z) будет на поверхности а^

положительным, а на поверхности а\ отрицательным; на поверхности

аз он равен нулю.

Двойные интегралы, стоящие в правой части равенства (1),
равны соответствующим интегралам по поверхности

// Z(x, у, /2(х, y))dxdy= // Z(x, у, z) cos(n, z)da,
D (72

// Z(x, y, /i(x, y))dxdy= // Z(x, y, z)(-cos(n, z))da.
(2')

В последнем интеграле мы написали (—cos(n, z)) потому, что

элемент поверхности а\ и элемент площади As области D связаны

соотношением As = Aa[—cos(n, z)], так как угол (n, z) — тупой.
Итак,

// Z(x, у, /i(x, y))dxdy = - // Z(x, у, /i (x, у)) cos(n, z)da.

D <т\

(2")
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Подставляя (2;) и (2/;) в равенство (1), получим

V

= 11 Z(x, у, z) cos(n, z)da + / / Z(ж, у, z) cos(n, z)dcr.
(To <Tl

Для удобства дальнейших формул последнее равенство перепишем

так (прибавив JJ Z (х, у, z) cos(n, z)da = 0, так как на поверхно-

сти <тз выполняется равенство cos(n, z) = 0):

IU^iiiidxdydz =

V

= / / Z cos (n, z) dcr -f / / Z cos (n, z)da + I Z cos (n, z) da.

(73 &2 &\

Но сумма интегралов, стоящих в правой части последнего

равенства, есть интеграл по всей замкнутой поверхности а\ поэтому

/ / / ~dz
^х ^У ^z = Z (х> У' z) cos (n> z) d<r-

V a

Аналогично можно получить соотношения

/// %dxdVdz= Y (s, 2/, z) cos (n, y) da,
V a

III ~fadxdydz = / / X (x, y, z) cos (n, x) da.

v <j

Складывая почленно три последних равенства, получим

формулу Остроградского*}

///(£ + £+!£)***-
V

= (X cos (n, x) + Y cos (n, у) + Z cos (n, z)) da. (2)

*' Эта формула (называемая иногда формулой Остроградского— Гаусса)
была открыта знаменитым русским математиком М. В. Остроградским (1801-1861)
и опубликована им в 1828 г. в статье «Заметка по теории теплоты».
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Выражение -~—Ь -~—Ь -~- называется дивергенцией вектора

(или дивергенцией векторной функции)
F = Хъ + Yj + Zfc

и обозначается*^ символом divf:

х
дх

^
ду

^
dz

Отметим, что эта формула справедлива для любой области,
которая может быть разбита на области, удовлетворяющие условиям,

указанным в начале этого параграфа.
Дадим гидромеханическую интерпретацию полученной формулы.
Пусть вектор F = Xi + Yj + Zk есть вектор скорости жидкости,

протекающей через область V Тогда интеграл по поверхности,

стоящей в формуле (2), есть интеграл от проекции вектора F на

внешнюю нормаль п; он дает количество жидкости, вытекающей из

области V через поверхность а в единицу времени (или втекающей
в область V, если этот интеграл отрицателен). Это количество

выражается через тройной интеграл от divf.
Если div F = О, то двойной интеграл по любой замкнутой

поверхности равен нулю, т.е. количество вытекающей (или
втекающей) через любую замкнутую поверхность а жидкости будет
равно нулю (отсутствуют источники). Точнее говоря, количество

жидкости, втекающей внутрь области, равно количеству жидкости,
вытекающей из этой области.
В векторной форме формула Остроградского имеет вид

Iff div Fdv= ff Fn da (1')
v <j

и читается так: интеграл от дивергенции векторного поля F,
распространенный по некоторому объему, равен потоку вектора

через поверхность, ограничивающую данный объем.

§ 9. Оператор Гамильтона. Некоторые его применения

Пусть мы имеем функцию и = и(х, у, z). В каждой точке

области, где определена и дифференцируема функция и(х, у, z),
определяется градиент

gradn = i|+i| + fcg. (1)

Градиент функции и (х, у, z) иногда обозначают так:

знак V читается «набла».

*) div— три первые буквы французского слова divergence, что значит

«расходимость».
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1) Равенство (2) удобно символически записать так:

и рассматривать символ

v = i£+j
9 +kl

(2')

(3)

как «символический вектор». Этот символический вектор
называется оператором Гамильтона или набла-оператором (V-
-оператором). Из формул (2) и (2;) следует, что при
«умножении» символического вектора V на скалярную функцию и

получается градиент этой функции:

V и = gradu. (4)

2) Можно составить скалярное произведение символического

вектора V на вектор F = гХ + jY + kZ:

(cm. §8). Итак,
V F = div F. (5)

= г

д_ д_
ду dz

Y Z

- j
_a_ ^
дж dz

X Z
+ fc

A JL\
дх ду

X Y

3) Составим векторное произведение символического вектора V

на вектор F = ъХ + jY + fcZ:

Vxf=(<^+ii + fc£)x(«+ir + fcZ) =

г j fc

AAA
дя ду dz

X Y Z

~г\ду dz J J \dx dz )^K\dx ду)
"

_ .(ez dY\ , .fax dz\ ,
. /ar ax\ . ™

(cm. §7). Итак,
VxF = rotf\ (6)

Из сказанного следует, что употребление символического

вектора V позволяет очень коротко выражать векторные операции.

Рассмотрим еще несколько формул.
4) Векторное поле F (х, у, z) = ъХ + jY + kZ называется

потенциальным векторным полем, если вектор F есть градиент

некоторой скалярной функции и(х, у, z): F = gradu. или
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В этом случае проекции вектора F будут
лг дг± у

dit
у

dit

дх> ду' dz'

Из этих равенств следует (см. т. I, гл. VIII, § 12)
ах

_ ду_ ду_ _ az эх az

ду дх ' dz ду
' dz дх

ИЛИ

ах_ау_п 0Ц_М-п ах dz
- n

Следовательно, для рассматриваемого вектора F

rot F = 0.

Таким образом, получаем

rot(grad'u) = 0. (7)

Применяя оператор V, равенство (7) на основании формул (4) и

(6) можно записать так:

Vx(Vu)=0. (7')

Пользуясь тем свойством, что для умножения векторного

произведения на скаляр достаточно умножить на этот скаляр один из

сомножителей, запишем:

(VxV)u = 0. (7")

Здесь оператор V снова обладает свойствами обыкновенного

вектора: векторное произведение вектора на себя равно нулю.

Векторное поле F (х, у, z), для которого votF = 0, называется

безвихревым. Из равенства (7) следует, что всякое потенциальное
поле является безвихревым.

Справедливо и обратное заключение, т. е. если некоторое
векторное поле F является безвихревым, то оно потенциально.

Справедливость этого утверждения следует из рассуждений, проведенных
в конце § 7.

5) Векторное поле F (х, у, z), для которого divf = 0, т.е.

векторное поле, в котором отсутствуют источники (см. §8), называется

соленоидальным или трубчатым. Докажем, что

div(rot F) = 0, (8)

т.е. что поле вихрей свободно от источников.

Действительно, если F = ъХ + jY + kZ, то

му

div(rot F) = Тх [^
-

ж) + - {—
-

ш) +
Tz [^

-

-gjj = 0.

и поэтому
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С помощью оператора V равенство (8) запишется так:

V(VxF) = 0. (8')

Левую часть этого равенства можно рассматривать как векторно-

скалярное (смешанное) произведение трех векторов: V, V, F, из

которых два одинаковых. Это произведение, очевидно, равно нулю.

6) Пусть имеем скалярное поле и = и(х, у, z). Определим поле

градиентов:

Найдем далее div(gradu) = £ (g) + •£ (g) + £ (£) , или

div(gradU) = S + 0 + g|. (9)

Правая часть этого выражения обозначается

Ля1 д2и , д2и , д2и /1пч

Aw=a^ +
V

+
a? (10)

или символически

*-{&+&+&У
Символ

о о о

д = JEi + JE1 + Л
ах2

т

ау2 а*2

называется оператором Лапласа.

Следовательно, равенство (9) можно записать так:

div(grad'u) = Аи. (11)
С помощью оператора V равенство (11) записываем в виде

{Wu) = Au, т.е. Д = У2. (11')

Заметим, что уравнение

дх2
+

ау2
+

а*2 и' [iZ)

или

Ди = 0 (12;)
называется уравнением Лапласа. Функция, удовлетворяющая

уравнению Лапласа, называется гармонической функцией.

Упражнения к главе XV

Вычислить следующие криволинейные интегралы:
1. J у2 dx + 2xydy по окружности х = a cos t, у = a sin t. Отв. 0.

2. J у dx
— xdy по дуге эллипса ж = a cos t, у = b sin £. Ome. —27га6.

—- dx - dy по окружности с центром в начале координат.
х2 + у2 х2 + у2

Отв. 0.
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/у
dx + х dy
—- -— по отрезку прямой у = х от х = 1 до х = 2. Отв. In 2.
х2 +yz

5. J yzdx + Ж2 dy + xy dz по дуге винтовой линии х — a cos t, у = a sin £, 2 = fc£

при изменении t от 0 до 27г. Отв. 0.
3

6. Jxdy — ydx по дуге астроиды х = a cos3 t, у = а sin3 i. Отв. — 7га2

(удвоенная площадь астроиды).

7. / xdy
— ydx по петле декартова листа ж = г-, у

= г-. Отв. Zaz

1 + t6 l + t*

(удвоенная площадь области, ограниченной указанной петлей).
8. /xdy

— ydx по кривой х = a(t — sini), у = а(1 — cosi) (0 ^ t ^ 27г).
Отв. —б7га2 (удвоенная площадь области, ограниченной одной аркой циклоиды

и осью Ох).
Доказать, что:

9. grad(cy>) = с grady>, где с— постоянная.

10. grad (сцр + С2^0 = ci grad y> + сг grad гр, где сг и сг
— постоянные.

11. grad (ipip) = у grad ij> + ij> grad y>.

12. Найти gradr, gradr2, grad 1/r, grad/(r), где r = y/ x2 + y2 + z2 .

Отв. r/r; 2r; —r/r3] f'(r)r/r.
13. Доказать, что div(A + В) = div A + div В.

/

14. Вычислить div г, где r = xi + yj + zk. Отв. 3.

15. Вычислить div(A(p), где Л
—

векторная функция, а у>
—

скалярная

функция. Отв. ip div A + (grad y>, Л).
16. Вычислить div(rc), где с— постоянный вектор. Отв. сг/г.
17. Вычислить div В (гА). Отв. АВ.

Доказать, что:

18. rot(ci Ai + С2А2) = с\ rot Ai -|- сг rot A2, где с\ и сг
— постоянные.

19. rot(Ac) = grad Л х с, где с — постоянный вектор.

20. rot rot A = grad div A — AA.

21. A x grady> = rot(<pA).

Интегралы по поверхности

22. Доказать, что JJ cos (n, z)da = 0, если а— замкнутая поверхность, n—

нормаль к ней.

23. Найти момент инерции поверхности сегмента сферы с уравнением

х2 = у2 + z2 = Я2, отсекаемого плоскостью z = Я, относительно оси Oz.

Отв. — (2Я3 - ЗЯ2Я + Я3).

24. Найти момент инерции поверхности параболоида вращения х2 + у2 = 2cz,

отсеченной плоскостью 2 = с, относительно оси Oz. Отв. 47гс4 .

15
25. Вычислить координаты центра тяжести части поверхности конуса

х2 + у2 = R2z2/H2, отсеченной плоскостью z = Н. Отв. (0; 0; 2Я/3).
26. Вычислить координаты центра тяжести сегмента поверхности сферы

х2 -\- у2 -\- z2 = R2, отсекаемого плоскостью z = Н. Отв. (0; 0; (Я + #)/2).
27. Найти //[ж cos(n, ж) + у cos(n, у) + z cos(n, 2)] dcr, где а— замкнутая ПО-

верхность. Отв. 3V, где V—объем тела, ограниченного поверхностью а.

28. Найти // zdxdy, где сг — внешняя сторона сферы х2 + у2 + z2 = Я2.

Отв. -7гЯ3.
3
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29. Найти JJ х2 dy dz+y2 dz dx+z2 dx dy, где а
— внешняя сторона поверхности

a

сферы х2 + у2 + z2 = R2. Отв. 0.

д.2
30. Найти JJу/х2 + у2 da, где сг— боковая поверхность конуса

— +
а

а

У2 z2
л л/ / , ^

2тга2^а2+Ь2
+^-7Т=0, O^z^b. Отв. .

а2 Ьг 3

31. По формуле Стокса преобразовать интеграл §ydx + zdy + xdz.
L

Ome. — JJ(cos a + cos /3 + cos 7) dcr.

Найти криволинейные интегралы, применяя формулу Стокса и

непосредственно:

32. §(у + z)dx + (z + x)dy + (х + y)dz, где L— окружность х2 + у2 + z2 = а2,
L

я + У + г = 0. Отв. 0.

33. § х2у3 dx + dy + z dz, где L— окружность х2 + у2 = Я2, 2 = 0.

L

Отв. -7гЯ6/8.
Применяя формулу Остроградского, преобразовать поверхностные интегралы

в интегралы по объему:

34. //(ж cos a -by cos /3 + 2 cos 7) da. Отв. JJJ 3 dx dy dz = 3V.
a V

35- If(x2 + У2 + *2) (^У <k + dxdz + dx dy). Отв. 2 ///(* + У + z) dx dy dz.
<r V

36. // xydxdy + yzdydz + zxdzdx. Отв. 0.
a

3T. // _ dyd2 + _ rfxrfz + - rfxdj,. Om9. /Я (^ +
^

+ -^) dxdydz.

С помощью формулы Остроградского вычислить следующие интегралы:

38. (х cosa + у cos/3 + z cos7)da, где сг — поверхность эллипсоида

д.2 ^2 22
-=■ + тт + "^ = *• Отв. 47гаЬс.
а2 о2 с2

39. //(#3 cosa + у3 cos/3 + 23 cos~i)da, где сг — поверхность сферы х2 +

+у2 + 22 = Я2. Отв. 12тгЯ5/5.

/* /* х2 у2
40. 11 х2 dydz + у2 dzdx + z2 dxdy, где сг — поверхность конуса

—- + — —

°

*

тга262

~52=0 (0^2^6)- Отв.
—2~-.

41. х dy dz -\-у dx dz -\- z dx dy, где сг — поверхность цилиндра ж2 + у2 = а2,

-Н ^z^H. Отв. Зтга2Я.

ГГ/д2и д2и\ Гди
42. Доказать тождество / / I —- + —г 1 dxdy = <Ь — ds, где С

—

контур,

D С

ди
ограничивающий область D, а производная по направлению внешней нор-

дп
мали.
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Решение.

( — Ь — ) dx dy = <b -Y dx + Xdy = Ф[-У cos(s, x) + X sin(s, x)] ds,
D с С

где (s, х) —угол между касательной к контуру С и осью Ох. Если через

(п, х) обозначим угол между нормалью и осью Ох, то sin (5, х) = cos(n, x),
cos (5, х) — — sin (и, х). Следовательно,

/ / ( ■— + — J dx dy — <b[X cos (n, х) + У sin (n, x)] ds.

D с

ди ди
Полагая X =

—,
У = —

, получим
ох ду

Л (IS+0) ***=/ [£cos(n-x)+Ssin(n- *>]*•

D С

43. Доказать тождество (так называемую формулу Грина)

JJJ{v Ди -uAv)dxdydz = ff(v^-u^ da,

V <т

где и и v —функции, непрерывные и имеющие непрерывные производные до

второго порядка в области D.

Символы Аи и Av обозначают:

_

д2и д2и д2и
_

d2v d2v d2v
и ~

дх2
+
д^

+
Ъ!2'

Av ~

дх2
+

дУ2
+

dz2'

Решение. В формуле

/// (1^"+У" + ^7) dxdydz= JhX cos(n' *)+Г cos(n' y)+Z COs(n' 2)^a
v

положим X = vu'x — uv'x, Y = vu'y - uv'y, Z = vu'z — uv'z. Тогда

X cos(n, x) + У cos(n, y) + Z cos(n, z) =

= v (u'x cos (n, x) + u'y cos (n, y) + u'z cos (n, z))-

du dv
- и (v'x cos (n, ж) + ^ cos (n, y) + v2 cos (n, 2)) = v и

— ,

Следовательно,

/ / / (v Ди - и Дv) dxdydz = // ( v - u^~) ^a'

V

44. Доказать тождество

llfAudxdydz = IJ^da,
д2и д2и д2и

где Аи = 4- 1 .

дх2
^

ду2 dz2
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Решение. Положим в формуле Грина, выведенной в предыдущем примере,

v = 1. Тогда Av = 0, и мы получаем указанное тождество.

45. Если и (ж, у, z)— гармоническая функция в некоторой области, т. е. такая

функция, которая в любой точке этой области удовлетворяет уравнению Лапласа

д2и д2и д2и
_

дх~*
+

ду2
+

Oz2
~

'

//
где а—замкнутая поверхность.

Решение. Это непосредственно следует из формулы задачи 44.

46. Пусть и (х, у, z) — гармоническая функция в некоторой области V и пусть

в области V находится сфера а с центром в точке М{х\\ у\; z\) и радиусом Я.

Доказать, что

Решение. Рассмотрим область Г2, ограниченную двумя сферами <т, W

радиусов R и р (р < R) с центрами в точке М (х\; у\\ z\). Применим к этой области

формулу Грина, установленную в задаче 43, приняв за и указанную выше

функцию, а за функцию v

_

1.
_

1
v~

r~ v4*-*i)2 + (y-yi)2 + (*-*i)2
'

Непосредственным дифференцированием и подстановкой убеждаемся, что

d2v d2v d2v
л _,

Ъх~2
+
w

+
5?

= °'Следовательно'
i

ИЛИ

[[ (I ?± _ и
а^/ V - [[ (\^L-U

д

{*'}** = О
УУ \г дп

U

дп )
*

JJ \г дп
U

дп )
*

На поверхностях <7 и а величина 1/г постоянна (1/Я и 1/р) и потому может быть

вынесена за знак интеграла. В силу результата, установленного в задаче 45,

имеем:

Следовательно,

RJJ дп pJJ дп

■G)_'G)_ .
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Поэтому

ИЛИ

?//«* = £//"*- (1)

Применим к интегралу, стоящему слева, теорему о среднем:

где «(£, т/, С) — точка на поверхности сферы радиуса р с центром в точке

М{х\; yi; 21).
Заставим р стремиться к нулю; тогда «(£, т/, С) "~* u(xii УЬ zi):

?//■dcr = ——- = 47Г.
р'././ р2

Следовательно, при р —► 0 получаем

— // «da -► ti(xi, yi, 2l)-47T,

Далее, так как правая часть равенства (1) не зависит от р, то при р
—► О

окончательно получим

— // udo- = 47ru(a;i, yi, zi),



Глава XVI

РЯДЫ

§ 1. Ряд. Сумма ряда

Определение 1. Пусть задана бесконечная последовательность

чисел *)

иь и>2, и3, •••

, ип, ...

Выражение
^1 4- и2 4 из 4 .. • 4- ип + ... (1)

называется числовым рядом. При этом числа ixi, 1*2» • • •

» ип, • • •

называются членами ряда.
Определение 2. Сумма конечного числа п первых членов ряда

называется п-й частичной суммой ряда:

sn = Щ + U2 4 и3 4 ... 4 ип.

Рассмотрим частичные суммы

S2 = Щ +W2,

«53 = Wi+W2 4U3,

sn = u\ + U2 4 из 4 ... 4 un.

Если существует конечный предел

s = lim sn,
n—+oo

то его называют суммой ряда (1) и говорят, что ряд сходится.
Если lim sn не существует (например, sn —► оо при п —► оо), то

п—*оо

говорят, что ряд (1) расходится и суммы не имеет.

*) Последовательность считается заданной, если известен закон, по которому

можно вычислить любой ее член ип при данном п.
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Пример. Рассмотрим ряд
а + aq + aq2 + ... + aqn~l +... (2)

Это—геометрическая прогрессия с первым членом а и знаменателем q

(а ф 0).
Сумма п первых членов геометрической прогрессии равна (при q ф 1)

_

а — адп
Sn~

1-q
или

, __а аЯп
Sn~l-q 1-q'

1) Если | q | < 1, то qn —► 0 при n —► оо и, следовательно,

lim Sn = iim C-a- - ^£Л = ,-а-.n—>oo n—>oo\l
—

q L — qj l — </

Значит, в случае | </1 < 1 ряд (2) сходится и его сумма

s ~
a

2) Если | q | > 1, то qn —► оо при п —► оо и тогда ..
_

^ ► ± оо при п —► оо,

т. е. lim sn не существует. Таким образом, в случае | q \ > 1 ряд (2) расходится.
п—>оо

3) Если q = 1, то ряд (2) имеет вид

а + а + а + ...

В этом случае

sn = па, lim sn = оо,
п—»оо

т. е. ряд расходится.

4) Если q = — 1, то ряд (2) имеет вид

а — а + а — а + ...

В этом случае

0 при п четном,

а при п нечетном.

Следовательно, sn предела не имеет,
—

ряд расходится.

Таким образом, геометрическая прогрессия (с первым членом, отличным от

нуля) сходится только тогда, когда знаменатель прогрессии по абсолютной

величине меньше единицы.

Теорема 1. Если сходится ряд, получившийся из данного
ряда (1) отбрасыванием нескольких его членов, то сходится и сам

данный ряд. Обратно, если сходится данный ряд, то сходится и

ряд, получившийся из данного отбрасыванием нескольких членов.

Иными словами, на сходимость ряда не влияет отбрасывание
конечного числа его членов.

Доказательство. Пусть sn
—

сумма п первых членов ряда (1),
Ck—сумма к отброшенных членов (заметим, что при достаточно

большом п все отброшенные члены содержатся в сумме sn), an-k
—

сумма членов ряда, входящих в сумму sn и не входящих в с^.

Тогда имеем:

Sn = Ck + <Tn-k,

где Ck
— постоянное число, не зависящее от п.

Из последнего соотношения следует, что если существует

lim crn-k, то существует и lim sn; если существует lim sn, то
п—►оо п—^оо Tt—^оо

существует lim an-k, а это и доказывает справедливость теоремы.
п—»-оо

В заключение параграфа укажем два простых свойства рядов.

•■
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Теорема 2. Если ряд

oi + о2 + ... (3)

сходится и его сумма равна s, то ряд

cai + са2 + ...
, (4)

где с—какое-либо фиксированное число, такэюе сходится и его

сумма равна cs.

Доказательство. Обозначим п-ю частичную сумму ряда (3)
через 5п, а ряда (4) — через ап. Тогда

ап = са\ + • • • 4- сап = с (oi 4-... 4- оп) = csn.

Отсюда ясно, что предел n-й частичной суммы ряда (4) существует,
так как

lim ап = lim (csn) = с lim sn = cs.

п—юо n—► oo n—►(»

Итак, ряд (4) сходится и его сумма равна cs.

Теорема 3. Если ряды

oi + о2 + ... (5)

и

h 4- Ъ2 4-... (6)

сходятся и их суммы, соответственно, равны s и s, то ряды

(ai+bi) + (a2 + b2) + --- (7)

(ai-bi) + (02-62) + ... (8)

такэюе сходятся и их суммы, соответственно, равны s+s и s — s.

Доказательство. Докажем сходимость ряда (7). Обозначая его

п-ю частичную сумму через ап, а п-е частичные суммы рядов (5)
и (6) соответственно через Ъ~п и 5п, получим:

<гп = (ai + bi) + ... + (on 4- Ьп) =

= (oi 4-... + on) 4- (h 4- • • • + bn) = sn + 5n.

Переходя в этом равенстве к пределу при п —► оо, получим

lim ап = lim (sn -f fn) = lim 5n 4- lim ^n = s + f.
n—»-oo n—»-oo n—»-oo n—»-oo

Таким образом, ряд (7) сходится и его сумма равна s + s.
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Аналогично доказывается, что ряд (8) также сходится и его

сумма равна s — s.

Про ряды (7) и (8) говорят, что они получены в результате
почленного сложения или, соответственно, почленного вычитания

рядов (5) и (6).

§ 2. Необходимый признак сходимости ряда

При исследовании рядов одним из основных вопросов является

вопрос о том, сходится ли данный ряд или расходится. Ниже

будут установлены достаточные признаки, на основании которых

можно решить этот вопрос. Здесь же мы рассмотрим необходимый

признак сходимости ряда, т.е. установим условие, при
невыполнении которого ряд расходится.

Теорема. Если ряд сходится, то его п-й член стремится к

нулю при неограниченном возрастании п.

Доказательство. Пусть ряд

^i + U2 4 и3 4-... 4- ип + ...

сходится, т.е. имеет место равенство

lim sn = s,
п—*оо

где s — сумма ряда (т.е. конечное фиксированное число); но тогда

имеет место также равенство

lim 5n_i = s,
п—юо

так как при п —► оо и (п — 1) —► оо. Вычитая почленно из первого

равенства второе, получаем:

lim sn
— lim sn-\ = О

n—кэо n—юо

ИЛИ

Но

Следовательно,

lim (sn-sn-i) = 0.

Sn Sn—\ — Uv

lim un = 0,
n—юо

что и требовалось доказать.

Следствие. Если п-й член ряда не стремится к нулю при

п —у оо, то ряд расходится.
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Пример. Ряд

1
+

2
+

3
+

3
^

5
^

7
^ * * * '

2п + 1

расходится, так как

„!22в«» = „!1"гв(5йтт) = 2'40-

Подчеркнем, что рассмотренный признак является только

необходимым, но не является достаточным, т.е. из того, что п-й

член стремится к нулю, еще не следует, что ряд сходится,— ряд
может и расходиться.

Например, так называемый гармонический ряд

1 + | + ± + ± + ... + ± + ...

2 3 4 п

расходится, хотя

lim un = lim - = 0.
П—► (» П—► ОО П

Чтобы доказать это, напишем подробнее гармонический ряд:

1+2 +
3
+

4
+

5
+

б
+

7
+

8
+

^
9
^

10
^

11
^

12
^

13
^

14
^

15
^

16
"^

17
"^ * * * K '

Напишем, далее, вспомогательный ряд:

^2^4^4^8888^

16 слагаемых

/
л

ч /
*

ч

+ 1б+1б+1б+1б + 1б+1б + Тб+1б + 17
"*"

32
+ * * * +

32
+ * * * (2'

Ряд (2) строится следующим образом: его первый член равен 1,
второй равен 1/2, третий и четвертый равны 1/4, члены с пятого

по восьмой равны 1/8, члены с девятого по 16-й равны 1/16, с

17-го по 32-й равны 1/32 и т. д.

Обозначим через Sn' сумму п первых членов гармонического

ряда (1) и через $п сумму п первых членов ряда (2).
Так как каждый член ряда (1) больше соответствующего члена

ряда (2) или равен ему, то для п > 2

W > -?>• (3)
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Подсчитаем частичные суммы ряда (2) для значений п, равных

2\ 22, 23, 24, 25:

«516

4 слагаемых 8 слагаемых

- . 1 /1 1 \ /

\^ -^/ \>

8 слагаемых

-'+иы)+0+-+0+(я+-+я)+
— v

8 слагаемых

(й + - + й)=1 +Ч:
Х>

v
''

16 слагаемых

точно так же подсчитывается, что 52с = 1 4- 6 •

«
, 52т = 1 + 7 •

т и,

вообще, 52t = 1 -f A; •

2
•

Таким образом, частичные суммы ряда (2) при достаточно

большом А; могут быть сделаны больше любого положительного числа,
т.е.

lim sW = оо,
п—юо

но тогда из соотношения (3) следует, что и

lim s^ = оо,
п—+оо

т.е. гармонический ряд (1) расходится.

§ 3. Сравнение рядов с положительными членами

Пусть имеем два ряда с положительными членами:

ui + м2 + ti3 + ... + tin + ...

, (1)
v\ + v2 + v3 + ... + vn + ... (2)

Для них справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Если члены ряда (1) не больше соответствующих
членов ряда (2), га. е.

un^vn (n = 1, 2, ...), (3)

и ряд (2) сходится, то сходится и ряд (1).
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Доказательство. Обозначим через sn и <тп, соответственно,

частичную сумму первого и второго рядов:

п п

г=1 г=1

Из условия (3) следует, что

Sn ^ °п- (4)

Так как ряд (2) сходится, то существует предел а его частичной

суммы
lim <тп = а.

п—юо

Из того, что члены рядов (1) и (2) положительны, следует, что

ап < а, и тогда в силу неравенства (4)

sn < a.

Итак, мы доказали, что частичные суммы sn ограничены. Заметим,
что при увеличении п частичная сумма sn возрастает, а из того,

что последовательность частичных сумм возрастает и ограничена,

следует, что она имеет предел
*)

lim sn = 5,
п—юо

причем очевидно, что

s ^ а.

На основании теоремы 1 можно судить о сходимости некоторых

рядов.

Пример 1. Ряд

сходится, так как его члены не больше соответствующих членов ряда

! + £ + £ + £ + ••• + £ + •••

Но последний ряд сходится, так как его члены, начиная со второго, образуют

геометрическую прогрессию со знаменателем 1/2. Сумма этого ряда равна 3/2.
Следовательно, в силу теоремы 1, данный ряд тоже сходится, причем его сумма

не превосходит 3/2.

*) Для того чтобы убедиться, что переменная sn имеет предел, вспомним один

признак существования предела последовательности (см. теорему 7 § 5 гл. II т. I):
если переменная возрастает и ограничена, то она имеет предел. В данном

случае последовательность сумм sn возрастает и ограничена, следовательно, имеет

предел, т. е. ряд сходится.
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Теорема 2. Если члены ряда (1) не меньше соответствующих
членов ряда (2), т. е.

un^vn, (5)

и ряд (2) расходится, то и ряд (1) расходится.
Доказательство. Из условия (5) следует, что

Sn ^ <*п- (6)

Так как члены ряда (2) положительны, то его частичная сумма

ап возрастает при возрастании п, а так как он расходится, то

lim crn = оо.

п—+оо

Но тогда в силу неравенства (6)

lim sn = оо,
п—+оо

т.е. ряд (1) расходится.

Пример 2. Ряд

у/2 yfZ у/И

расходится, так как его члены (начиная со второго) больше соответствующих

членов гармонического ряда

1 +
5
+

J
+ - + £ + -«

который, как известно, расходится.

Замечание 1. Оба доказанных признака (теоремы 1 и 2)
справедливы только для рядов с положительными членами. Они

остаются в силе и для того случая, если некоторые члены 1-го или

2-го ряда—нули. Однако эти признаки перестают быть верными,
если среди членов ряда имеются отрицательные числа.

Замечание 2. Теоремы 1 и 2 справедливы и в случае, если

неравенства (3) или (6) начинают выполняться лишь для п ^ N,
а не для всех п = 1, 2, 3, ...

§ 4. Признак Даламбера

Теорема (признак Даламбера). Если в ряде с

положительными членами

Щ + и2 + и3 + ... + ип + ... (1)

отношение (п-f 1)-го члена к п-му при п —► оо имеет (конечный)
предел I, т.е.

Ит2=±!=/, (2)
п—юо «п
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то:

1) ряд сходится в случае I < 1,

2) ряд расходится в случае I > 1.

(В случае I = 1 ответа на вопрос о сходимости или расходимости

ряда теорема не дает.)
Доказательство. 1) Пусть I < 1. Рассмотрим число </,

удовлетворяющее соотношению I < q < 1 (рис. 358).
Из определения предела и соотношения (2) следует, что для

всех значений п, начиная с некоторого номера N, т. е. для n ^ N,
будет иметь место неравенство

b±L < q. (2')

Действительно, так как величина Цп+1
стремится к пределу /,

то разность между величиной -iLtI и числом / может быть

сделана (начиная с некоторого номера N) по

^~
^^-~^. абсолютному значению меньше любого по-

/ Чпн q 1 ложительного числа, в частности, меньше,

ип чем q
— I, т. е.

Рис. 358.

<q-l.Hzd±_j

Из последнего неравенства и следует неравенство (2;).
Записывая неравенство (2;) для различных значений п, начиная с номера

N, получим:
^N+1 < qv>N,

^N+2 < qv>N+i < q2uN,

^n+з < qv>N+2 < q3uN, '

Рассмотрим теперь два ряда:

Ul + U2 4 U3 + . . . + UN + UN+x + UN+2 4 . . .
, (1)

uw + дилг 4- 92/^n 4 ... (1;)

Ряд (1;) есть геометрическая прогрессия с положительным

знаменателем q < 1. Следовательно, этот ряд сходится. Члены

ряда (1), начиная с un+i, меньше членов ряда (1;). На основании

теоремы 1 §3 и теоремы 1 §1 следует, что ряд (1) сходится.

2) Пусть I > 1. Тогда из равенства lim ^ILtI = I (где I > 1)
п—юо un

следует, что, начиная с некоторого номера N, т.е. для п ^ N,
будет иметь место неравенство

«п±1>1

(рис. 359), или un+i > ип для всех п ^ N. Но это означает,

что члены ряда возрастают, начиная с номера N 4-1, и поэтому
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общий член ряда не стремится к нулю.

Следовательно, ряд расходится. ^~^^
Замечание 1. Ряд будет расходиться ив / Щх±_\ /

том случае, когда lim Цп+1 = оо. Это следует
п

п—+оо ип

из того, что если lim Цп+1 = оо, то, начиная с Рис- 359-
п—юо ип

некоторого номера n = N, будет иметь место неравенство
^^

> 1,
ИЛИ Un+i > Un.

Пример 1. Исследовать сходимость ряда

^
1-2

+
1-2-3

+ '" +
1.2-3-...-П

Решение. Здесь

„ - 1
_

1

l-2-...-n
-

n!' "n+1
~

l-2-...-n(n + l)
~

(п + 1)!'
цп+1

_
п!

_
1

«п (п + 1)! п+1'

Следовательно,

lim ^- = lim ^T = 0<1.
п—»оо «п п—юо П -|- 1

Ряд сходится.

Пример 2. Исследовать сходимость ряда

0 92 оЗ on

Т+Т+Т+-+«+-
Решение. Здесь

„
_ 2П

„ , _
2n+1 Цп+1

_ о п ,- "п+1
_ ,. 9 п _9s1

un =
——

, un+i =
—;—=- ,

—-— = 2 —j-тг , lim = lim I —т-т = I > 1.
П 7l^1 П + 1

'
Un П + 1

'
n—oo Un n—оо П+1

Ряд расходится, причем его общий член un стремится к бесконечности.

Замечание 2. Признак Даламбера дает ответ на вопрос о том,

сходится ли данный положительный ряд, только в том случае,

когда lim ^±^
существует и отличен от 1. Если же этот пре-

п—юо ип

дел не существует или существует, но lim ^±L = i? To признак
п—юо ип

Даламбера не дает возможности установить, сходится ряд или

расходится, так как в этом случае ряд может оказаться и

сходящимся, и расходящимся. Для решения вопроса о сходимости

таких рядов надо применить какой-либо другой признак.

Замечание 3. Если lim ^^ = 1, но отношение ^^ для
п—-юо ип ип

всех номеров п, начиная с некоторого, больше единицы, то ряд

расходится. Это следует из того, что если ^^й. > ^ то Un+1 > Un
ип

и общий член не стремится к нулю при п —► оо.

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие сказанное.

Пример 3. Исследовать сходимость ряда

1 _i_ 2 _, 3 _1_ , п ,
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Решение. Здесь

п + 1

lim 2^±L = lim H±l = lim ni±2lL±l = L
п—юо Wn n—мэо n n—юо n -|- 2n

71 + 1

В данном случае ряд расходится, так как ™+
> 1 для всех п:

Цп+1
_

п2 + 2п + 1
> х

«п п2 + 2п

Пример 4. Применяя признак Даламбера к гармоническому ряду

1 + я- + д + • • • Н 1-.. •, замечаем, что ип = —, un+i =

n
_i_ i и, следовательно,

lim Hs±l = ijm —Г* = 1. Значит, на основании признака Даламбера нельзя
п—юо У>п п—юо П ~\- L

установить сходимость или расходимость данного ряда. Но ранее мы установили

другим путем, что гармонический ряд расходится.

Пример 5. Исследовать сходимость ряда

1.2"1'2-3"1'3-4"1''""rn(n + l)"1''"

Решение. Здесь

Un=n(n + 1)'
Un+1 =

(n + l)(n + 2)'

,. «n+l ,. п(п + 1) n
lim —^— = llm 7 ГТГ7 Г5\ = lim

^ .о

= L
n—юо «n n—юо (n + 1) (n + 2) n-»ooTl + Z

На основании признака Даламбера сделать заключения о сходимости ряда

нельзя, однако, исходя из других соображений, можно установить, что этот ряд

сходится. Заметив, что
—?—Z"TT

=
п

~

n _i_ i > мы можем записать данный ряд

в виде

(bO+ft-*)+(i-0+-+(b^)+-
Частичная сумма п первых членов после раскрытия скобок и сокращения

будет равна

sn = 1 L
n + 1

"

Следовательно,

lim sn = lim I 1 ;—=- 1=1,
n—юо n—юо у П -\- 1 J

т.е. ряд сходится и его сумма равна 1.
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§ 5. Признак Коши

Теорема (признак Коши). Если для ряда с положительными

членами

и>1 + и2 4- и3 + ... + ип + ... (1)
величина ^/ип имеет конечный предел I при п —► оо, т. е.

lim tfun = /,
п—юо

то:

1) в случае I < 1 ряд сходится;
2) в случае I > 1 рлд расходится.
Доказательство. 1) Пусть I < 1. Рассмотрим число </,

удовлетворяющее соотношению 1 < q < 1.

Начиная с некоторого номера п = N, будет иметь место

соотношение

\tfu^-l\ <q-l;

отсюда следует, что

или
\/ип <q

un<qn

для всех п ^ N.

Рассмотрим теперь два ряда:

U\ + U2 + ^3 4- • • • 4- UN + Upj+l 4- Un+2 + . . .
, (1)

<Л + <Л+1+<Л+2 + ... (Г)

Ряд (1;) сходится, так как его члены образуют убывающую
геометрическую прогрессию. Члены ряда (1), начиная с и?{, меньше

членов ряда (1;). Следовательно, ряд (1) сходится.

2) Пусть I > 1. Тогда, начиная с некоторого номера п = N,
будем иметь:

Уй7> 1

или

ип > 1.

Но если все члены рассматриваемого ряда, начиная с и^, больше 1,
то ряд расходится, так как его общий член не стремится к нулю.

Пример. Исследовать сходимость ряда

ь(§)я+№'+-+(б^)"+-
Решение. Применим признак Коши:

п—>оо
П

п—>оо у \2п + 1 у п—>оо 2п + 1 2

Ряд сходится.
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Замечание. Как и в признаке Даламбера, случай

lim y/un = 1 = 1
п—+оо

требует дополнительного исследования. Среди рядов,

удовлетворяющих этому условию, могут встретиться как сходящиеся, так и

расходящиеся ряды. Так, для гармонического ряда (который, как

известно, расходится)

lim yu^~= lim y/l/n = 1.

Для того чтобы убедиться в этом, докажем, что lim In yljn = 0.
n—>oo

Действительно,

lim In f/^= lim =*2Z.
n—юо у

n n—*oo n

Здесь числитель и знаменатель дроби стремятся к бесконечности.

Применяя правило Лопиталя, найдем:

lim In ?АГ= lim =^± =Hm^ = 0.
п—*оо у

п п—-юо п п—*оо А

Итак, In у/1/п —► 0, но тогда у/1/п —► 1, т.е.

lim y/l/n = 1.
п—юо

Для ряда
1,1,1, xlx
1
+

22
^

З2
^ " * " ^

п2
"*" " " "

также имеет место равенство

lim ?/uZ= lim У\ln2 = lim \JTfn y/T/n= 1,
n—юо n—юо n—-юо

но этот ряд сходится, так как если отбросим первый член, то

члены оставшегося ряда будут меньше соответствующих членов

сходящегося ряда

.!_ + -1_ + +
1

+
1-2т2'Зт",т п(п + 1)

(см. пример 5 §4).

§ 6. Интегральный признак сходимости ряда

Теорема. Пусть члены ряда

v>i + и2 + Щ + .. • 4- ип + ... (1)

положительны и не возрастают, га. е.

Mi ^ гг2 ^ и3 ^ ...
, (1;)
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и пусть f (х) — такая непрерывная невозрастающая функция, что

/(l) = tib /(2) = ti2, ..., f(n) = un. (2)

Тогда справедливы следующие утверждения:
+оо

1) если несобственный интеграл f f(x)dx сходится (см. §7,
1

гл. XI, т. I), то сходится и ряд (1);
2) если указанный интеграл расходится, то расходится и ряд(1).
Доказательство. Изобразим члены ряда геометрически,

откладывая по оси абсцисс номера 1, 2, 3, ... ,п, п+ 1, ... членов

ряда, а по оси ординат
—

соответствующие значения членов ряда

tii, гг2, ...
, tin, ... (рис. 360).

0\ 1 2 3 п п+1 х

Рис. 360.

0\ 1 2 3 п п+1 х

Рис. 361.

Построим на том же чертеже график непрерывной невозраста-

ющей функции
2/ =/0*0,

удовлетворяющей условию (2).
Рассматривая рис. 360, замечаем, что первый из построенных

прямоугольников имеет основание, равное 1, и высоту /(1) = и\.

Следовательно, площадь этого прямоугольника и\. Площадь
второго прямоугольника г/2 и т.д.; наконец, площадь последнего (п-го)
из построенных прямоугольников равна tzn. Сумма площадей
построенных прямоугольников равна сумме sn первых п членов ряда.

С другой стороны, ступенчатая фигура, образованная этими

прямоугольниками, заключает область, ограниченную кривой у = / (х)
и прямыми х = 1, х = п + 1, у = 0; площадь этой области равна
п+1

/ f(x)dx. Следовательно,
п+1

> / f(x)dx.
1

(3)

Рассмотрим теперь рис. 361. Здесь первый (слева) из

построенных прямоугольников имеет высоту t/2; следовательно, его площадь

также ti2- Площадь второго прямоугольника щ и т.д. Площадь
последнего из построенных прямоугольников равна tzn+i.

Следовательно, сумма площадей всех построенных прямоугольников равна
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сумме всех членов ряда, начиная от второго до (п + 1)-го, т.е.

равна sn+i
—

^i. С другой стороны, как легко видеть,

ступенчатая фигура, образованная этими прямоугольниками, содержится

внутри криволинейной фигуры, ограниченной кривой у = / (х) и

прямыми х = 1, £ = п + 1, у = 0. Площадь этой криволинейной
п+1

фигуры равна J f(x)dx. Следовательно,
1

n+l

sn+i -щ < / f(x) dx,
l

откуда
n+l

sn+i < / f(x)dx + щ. (4)
l

Рассмотрим теперь оба случая.
+оо

1) Предположим, что интеграл J f(x)dx сходится, т.е. имеет

конечное значение.

Так как
п+1 +оо

/ f(x)dx< / / (х) dx,
1 1

то в силу неравенства (4)
+оо

sn < sn+i < / f(x)dx + ui,

1

т.е. частичная сумма sn остается ограниченной при всех

значениях п. Но при увеличении п она возрастает, так как все члены

ип положительны. Следовательно, sn при п —► оо имеет конечный

предел lim sn = s, т. е. ряд сходится.
п—+оо

+оо

2) Предположим далее, что / f(x)dx = оо. Это значит, что

1
п+1

/ f(x)dx неограниченно возрастает при возрастании п. Но тогда
1

в силу неравенства (3) sn также неограниченно возрастает при

возрастании п, т.е. ряд расходится.
Таким образом, теорема полностью доказана.
Замечание. Доказанная теорема остается справедливой, если

неравенства (1;) выполняются, лишь начиная с некоторого N.

Пример. Исследовать сходимость ряда

1РТ2' У nf
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Решение. Применим интегральный признак, положив f (х) = 1/хр. Эта

функция удовлетворяет всем условиям теоремы. Рассмотрим интеграл

N

[ dx

J хРхР
= <

1
-aji-P

т=р* -| =i4^(iVl"p-1) при р*1'

I In a; |x = 1пЛГ при р = 1.

Устремляя iV к бесконечности, выясним, сходится ли несобственный интеграл

в различных случаях.

На основе этого можно будет судить о сходимости или расходимости ряда при

различных значениях р.

В случае р > 1 будет J —р-
=

——у ,
т. е. интеграл конечен и, следовательно,

ряд сходится;

в случае р < 1 будет f —= = оо— интеграл бесконечен,
—

ряд расходится;
1
х

в случае р = 1 будет J — = оо—интеграл бесконечен,
—

ряд расходится.
1

х

Заметим, что ни признак Даламбера, ни признак Коши, рассмотренные ранее,
не решают вопроса о сходимости этого ряда, так как

Нт ^±1 = ,im ( « V = 1,

lim УИГ= Нт ?/Х= lim ( ?А~) = 1" = 1.
п—мэо п—юо у П^ п—мэо V V /

§ 7. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница

До сих пор мы рассматривали ряды, члены которых
положительны. В этом параграфе будем рассматривать ряды, члены

которых имеют чередующиеся знаки, т.е. ряды вида

Mi — 1*2 + из
— И4 + ...

,

где щ, U2, ...

, ип, ... положительны.

Теорема Лейбница. Если в знакочередующемся ряде

Щ
-

и2 + и3 -щ + ... (ип > 0) (1)

члены таковы, что

щ > и2 > и3 > ... (2)

lim ип = 0, (3)
п—юо

то ряд (1) сходится, его сумма положительна и не превосходит
первого члена.
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—1*4
-"5-4

Доказательство. Рассмотрим сумму п = 2га первых членов

ряда (1):

S2m = (Щ - U2) + (ti3 - ti4) + . . . + (t/2m-l ~ ^2m).

Из условия (2) следует, что выражение в каждой скобке

положительно. Следовательно, сумма S2m положительна,

S2m > 0,

и возрастает с возрастанием га. Запишем теперь эту же сумму так:

S2m =Щ- (U2 ~ U3) ~ (Щ ~ U5) - . . .

- (u2m-2 ~ ^2m-l) ~ U2m -

В силу условия (2) каждая из скобок

положительна. Поэтому в результате
вычитания этих скобок из щ мы получим число

, , ,
меньшее чем щ, т.е.

\-*-\ \ \
S2 S4S6 S S5 S3 S,=U, S2m < Щ-

Рис. 362. Таким образом, мы установили, что S2m

при возрастании га возрастает и

ограничена сверху. Отсюда следует, что S2m имеет предел s:

Hm 52m = «5,
п—юо

причем
0 < s < m.

Однако сходимость ряда еще не доказана; мы доказали только,

что последовательность «четных» частичных сумм имеет пределом

число s. Докажем теперь, что «нечетные» частичные суммы также

стремятся к пределу s.

Рассмотрим для этого сумму п = 2т +1 первых членов ряда (1):

«52т+1 = «52т + U2m+1 •

Так как по условию (3) lim U2m+i = 0, то, следовательно,
т—-юо

lim s2m+i = lim 52m 4- lim u2m+i = lim s2m = s-

m—-юо m—+00 m—*oo m—+00

Тем самым мы доказали, что lim sn = s как при четном п, так
п—*оо

и при нечетном п. Следовательно, ряд (1) сходится.

Замечание 1. Теорема Лейбница справедлива, если неравенства

(2) выполняются, начиная с некоторого N.

Замечание 2. Теорема Лейбница иллюстрируется
геометрически следующим образом. Будем на числовой прямой откладывать

частичные суммы (рис. 362)
«51 = til, S2 = Щ

-

U2 = Si
-

U2, S3 = 52 + U3, S4 = S3
~

Щ,

•55 = «54 + ^5 И Т. Д.

Точки, соответствующие частичным суммам, будут
приближаться к некоторой точке s, которая изображает сумму ряда. При
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этом точки, соответствующие четным частичным суммам,
располагаются слева от s, а точки, соответствующие нечетным

суммам,— справа от s.

Замечание 3. Если знакочередующийся ряд удовлетворяет

условию теоремы Лейбница, то нетрудно оценить ошибку,
которая получится, если заменить его сумму s частичной суммой sn.

При такой замене мы отбрасываем все члены ряда, начиная с

un+i. Но эти числа сами образуют знакочередующийся ряд,
сумма которого по абсолютной величине меньше первого члена этого

ряда (т.е. меньше un+i). Значит, ошибка, совершаемая при
замене 5 на 5П, не превосходит по абсолютной величине первого из

отброшенных членов.

Пример 1. Ряд

сходится, так как

1) 1 > 1/2 > 1/3 > ...;

2) lim ип = lim 1/n = 0.
п—»оо п—кэо

Сумма п первых членов этого ряда

отличается от суммы ряда s на величину меньшую чем 1/(п + 1).

Пример 2. Ряд

2!
^

3! 4!^"'

сходится в силу теоремы Лейбница.

§ 8. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная

сходимость

Ряд называется знакопеременным, если среди его членов

имеются как положительные, так и отрицательные.

Рассмотренные в предыдущем параграфе знакочередующиеся
ряды являются, очевидно, частным случаем знакопеременных рядов.

Мы рассмотрим здесь некоторые свойства знакопеременных

рядов. При этом в отличие от соглашения, принятого в предыдущем

параграфе, мы будем теперь полагать, что числа щ, U2, ..., ип, ...

могут быть как положительными, так и отрицательными.

Прежде всего, дадим один важный достаточный признак
сходимости знакопеременного ряда.

Теорема 1. Если знакопеременный ряд

til +tl2 + ... +tln + ... (1)

таков, что ряд, составленный из абсолютных величин его членов

Ы + К1 + ... + К1 + ..., (2)

сходится, то и данный знакопеременный ряд также сходится
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Доказательство. Пусть sn и сгп—суммы п первых членов

рядов (1) и (2).
Пусть далее s'n — сумма всех положительных, a s'^ —сумма

абсолютных величин всех отрицательных членов среди первых п

членов данного ряда; тогда

По условию, ап имеет предел а\ s'n и s'^ — положительные

возрастающие величины, меньшие а. Следовательно, они имеют

пределы з' и s". Из соотношения sn = s'n — s'^ следует, что и sn имеет

предел и этот предел равен s' — s", т.е. знакопеременный ряд (1)
сходится.

Доказанная теорема дает возможность судить о сходимости

некоторых знакопеременных рядов. Исследование вопроса о

сходимости знакопеременного ряда сводится в этом случае к исследованию

ряда с положительными членами.

Рассмотрим два примера.

Пример 1. Исследовать сходимость ряда

sina , sin 2а , sin За

I2
+

22 З2
+ ...+ =

где а—любое число.

Решение. Наряду с данным рядом, рассмотрим ряды

sina

l2
+

sin 2a

22

12
+

2;

+

Г +

sin За

з2

*+-

+ ...+

пг

sin па

п2
+ ...

(3)

(4)

(5)

Ряд (5) сходится (см. § 6). Члены ряда (4) не больше соответственных членов

ряда (5); следовательно, ряд (4) тоже сходится. Но тогда, в силу доказанной

теоремы, данный знакопеременный ряд (3) тоже сходится.

Пример 2. Исследовать сходимость ряда

cos(7r/4) cos(37r/4) cos(57r/4)
3

+
р

+
р

+ ...+
cos((2n-l)7r/4)

Зп

Решение. Наряду с данным рядом, рассмотрим ряд

1

з
+

з2 з3
.+ зп + ...

(6)

(7)

Этот ряд сходится, так как он является убывающей геометрической
прогрессией со знаменателем 1/3. Но тогда сходится и заданный ряд (6), так как

абсолютные, величины его членов меньше соответствующих членов ряда (7).

Заметим, что признак сходимости, доказанной выше, является

только достаточным признаком сходимости знакочередующегося

ряда, но не необходимым: существуют такие знакопеременные

ряды, которые сами сходятся, но ряды, составленные из абсолютных
величин их членов, расходятся. В связи с этим полезно ввести

понятия об абсолютной и условной сходимости знакопеременного

ряда и на основе этих понятий классифицировать
знакопеременные ряды.



§8] ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 253

Определение. Знакопеременный ряд

Ui+U2+U3 + ... + Un + ... С1)
называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд,

составленный из абсолютных величин его членов:

|tii| + |ti2| + |ti3| + ... + |ti„| + ... (2)
Если же знакопеременный ряд (1) сходится, а ряд (2),

составленный из абсолютных величин его членов, расходится, то данный

знакопеременный ряд (1) называется условно или неабсолютно

сходящимся рядом.

Пример 3. Знакопеременный ряд 1~о~'"3~4~'"''* является условно

сходящимся, так как ряд, составленный из абсолютных величин его членов, есть

гармонический ряд l + ^ + ^ + j + ..., который расходится. Сам же ряд сходится,

что легко проверить с помощью признака Лейбница.

Пример 4. Знакопеременный ряд 1— оТ + тг~ ZT "^ * * * есть РЯД

абсолютно сходящийся, так как ряд, составленный из абсолютных величин его членов

1+лт+от + ду + ... сходится, как это было установлено в § 4.

С помощью понятия абсолютной сходимости теорему 1 часто

формулируют следующим образом: всякий абсолютно сходящийся
ряд есть ряд сходящийся.
В заключение отметим (без доказательства) следующие свойства

абсолютно сходящихся и условно сходящихся рядов.

Теорема 2. Если ряд сходится абсолютно, то он остается

абсолютно сходящимся при любой перестановке его членов. При
этом сумма ряда не зависит от порядка его членов.

Это свойство не сохраняется для условно сходящихся рядов.

Теорема 3. Если ряд сходится условно, то, какое бы мы ни

задали число А, можно так переставить члены этого ряда, чтобы
его сумма оказалась в точности равной А. Более того,
можно так переставить члены условно сходящегося ряда, чтобы ряд,
полученный после перестановки, оказался расходящимся.

Доказательство этих теорем выходит за рамки данного курса.

Его можно найти в более подробных учебниках (см., например,

Фихтенгольц Г.М. «Курс дифференциального и интегрального

исчисления», т. П. — М.: Физматгиз, 1962, стр. 319-320).
Для иллюстрации того, что сумма условно сходящегося ряда

может меняться при перестановке его членов, рассмотрим

следующий пример.

Пример 5. Знакопеременный ряд

сходится неабсолютно. Обозначим его сумму через s. Очевидно, что s > 0.

Сделаем перестановку членов ряда (8) так, чтобы за одним положительным членом

следовали два отрицательных:

1
2 4

+
3 6 8

+ - - - +
2fc - 1 4fc - 2 4*

^'"' к >
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Докажем, что полученный ряд сходится, но что его сумма s' в два раза меныше

суммы ряда (8), т. е. равна ~ $• Обозначим через sn и s'n частичные суммы рядов

(8) и (9). Рассмотрим сумму ЗА; членов ряда (9):

53fc = у1
~ \ ~ \) + \Ъ

~

Ъ
~ k) + • •' +

\2к=1
"

W=2 ~4k) =

ч[И)+(ыЬ-+(^т-^)] =

= 2(1_2 + 3~4+'+ 2k=T ~2k) =

2S2k'

Следовательно,
lim s'3k = lim ~s2fc = « s.

fc—>oo fc—кэо ^ ^

Далее,

Д^о S3«=+i =^ (/з* + 2fcTTJ =

2 *-

Таким образом, получаем:

lim 5^ = 5' = 7> s.

Итак, в данном случае сумма ряда изменилась после перестановки.его членов

(уменьшилась вдвое).

§ 9. Функциональные ряды

Ряд
til + U2 + • • • + Un + • . •

называется фукционалъным, если его члены являются

функциями от х.

Рассмотрим функциональный ряд

иг(х) + и2 (х) + и3 (х) + ... 4- ип (х) + ... (1)

Давая х определенные числовые значения, мы получаем
различные числовые ряды, которые могут оказаться сходящимися или

расходящимися.

Совокупность тех значений х, при которых функциональный ряд

сходится, называют областью сходимости этого ряда.

Очевидно, что в области сходимости ряда его сумма является

некоторой функцией от х. Поэтому сумму функционального ряда
обозначают через s(x).

Пример. Рассмотрим функциональный ряд

1 + х + х2 + ... + хп + ...

Этот ряд сходится при всех значениях х в интервале (—1, 1), т.е. при всех

я, удовлетворяющих условию \х\ < 1. Для каждого значения х в интервале
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(—1, 1) сумма ряда равна y~z— (сумма убывающей геометрической прогрессии

со знаменателем х). Таким образом, в интервале (—1, 1) данный ряд определяет

функцию
s (х) = т±- ,v ' 1 — х

'

которая является суммой ряда, т.е.

Yz~£
= 1 + х + х2 + х3 + ...

Обозначим через sn(x) сумму первых п членов ряда (1). Если

этот ряд сходится и сумма его равна s(x), то

s(x) = sn(x) + rn(x),
где гп (х) есть сумма ряда un+i (х) + ип+2 (х) + ..., т. е.

Гп (х) = Un+i (х) + Un+2 (х) + . . .

В этом случае величина гп (х) называется остатком ряда (1).
Для всех значений х в области сходимости ряда имеет место

соотношение lim sn (x) = s(x), поэтому
п—юо

lim rn (х) = lim [s (x) — sn (x)] = О,
п—юо п—>>оо

т. е. остаток гп (х) сходящегося ряда стремится к нулю

при п —► оо.

§ 10. Мажорируемые ряды

Определение. Функциональный ряд

Щ(х) + и2 (х) + и3 (х) + ... + ип (х) + ... (1)
называется мажорируемым в некоторой области изменения х,

если существует такой сходящийся числовой ряд

ai + a2 + a3 + ... + an + ... (2)
с положительными членами, что для всех значений х из данной
области выполняются соотношения

|ui(s)|^ab \и2{х)\^а21 •••, |un(s)|^an, ••• (3)
Иначе говоря, ряд называется мажорируемым, если каждый
его член по абсолютной величине не больше соответствующего
члена некоторого сходящегося числового ряда с положительными

членами.

Например, ряд

cos х . cos2a; , cos За; , , cos па:
,

есть ряд, мажорируемый на всей оси Ох. Действительно, для всех

значений х выполняется соотношение

<-\ (п = 1,2,...),п2



256 ряды [ГЛ. XVI

а ряд

±4^4^-4
1
^

22
^

З2
+ * * *

'

как известно, сходится.

Непосредственно из определения следует, что ряд,
мажорируемый в некоторой области, абсолютно сходится во всех точках этой

области (см. §8). Кроме того, мажорируемый ряд обладает еще

следующим важным свойством.

Теорема. Пусть функциональный ряд

щ (х) 4 и2 (х) 4 ... + ип (х) 4 ...

мажорируем на отрезке [а, Ь]. Пусть s(x)—сумма этого ряда,
sn (х) — сумма п первых членов этого ряда. Тогда для каэюдого
как угодно малого числа е > О найдется положительное число N

такое, что при всех п^ N будет выполняться неравенство

I s (х) - sn (х) | < £,

каково бы ни было х из отрезка [а, Ь].
Доказательство. Обозначим через а сумму ряда (2):

а = ах 4 а2 4- а3 4-... 4- ап 4 an+i 4 ...
,

тогда

0" = &п 4£п,

где ап—сумма п первых членов ряда (2), а еп
—

сумма всех

остальных членов этого ряда, т.е.

еп = an+i 4 an+2 4 ...

Так как этот ряд сходится, то

lim ап = а

п—кэо

и, следовательно,
lim en = 0.
п—юо

Представим теперь сумму функционального ряда (1) в виде

s(x) = sn(x) 4rn(x),
где

sn (x) = щ(х) + ... + ип (х),
гп (х) = ип+г (х) 4 un+2 (х) 4 ип+з (х) 4 ...

Из условия (3) следует, что

I Un+i (х) | ^ an+i, | un+2 (х) | ^ an+2 ,

и поэтому

I гп (х) | ^ еп

для всех х из рассматриваемой области.
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Таким образом,

I S (х) - Sn (х) | < £п

для всех х из отрезка [а, Ь], причем еп —► О при п —► оо.

Замечание 1. Полученный результат можно геометрически

иллюстрировать следующим образом.
Рассмотрим график функции у = s(x). Построим около этой

кривой полосу шириной 2еп, т.е. построим кривые у = s (x) 4- £п

и у = s (х) — еп (рис. 363). Тогда при любом еп график функции
sn (x) будет лежать целиком в рассматриваемой полосе. В этой же

полосе будут лежать графики всех последующих частичных сумм.
Замечание 2. Не всякий функциональный

ряд, сходящийся на отрезке [а, 6], обладает
свойством, указанным в доказанной теореме.
Но существуют и немажорируемые ряды,

которые обладают указанным свойством. Всякий

ряд, обладающий указанным свойством,
называется равномерно сходящимся рядом на

отрезке [а, Ь].
Итак, функциональный ряд щ (х) 4-и^ (х) 4-. • • Рис. 363.

... 4- ип (х) 4-... называется равномерно

сходящимся на отрезке [а, Ь], если для любого как угодно малого е > О

найдется такой номер N, что при всех п^ N будет выполняться

неравенство

I s (х) - sn (х)\<£
для любого х из отрезка [а, Ь].
На основании доказанной теоремы следует, что мажорируемый

ряд является рядом, равномерно сходящимся.

§ 11. Непрерывность суммы ряда

Пусть имеем ряд из непрерывных функций

щ(х) + и2 (х) + ... + ип (х) + ...
,

сходящийся на некотором отрезке [а, Ь].
В главе II (т. I) мы доказали теорему о том, что сумма

конечного числа непрерывных функций есть функция непрерывная.

Для суммы ряда (состоящего из бесконечного числа слагаемых)
это свойство не сохраняется. Некоторые функциональные ряды
с непрерывными членами имеют в качестве суммы непрерывную

функцию, у других функциональных рядов с непрерывными
членами сумма является разрывной функцией.

Пример. Рассмотрим ряд

(аЛ/3 _х) + (аД/« _ х1/3) + (аД/7 _ х1/5) + + (х1/(2п+1) _ х1/(2»-1)) + . . .

Члены этого ряда (каждый из них заключен и скобки) суть непрерывные

функции при всех значениях х. Докажем, что этот ряд сходится и его сумма есть

разрывная функция.
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Найдем сумму п первых членов этого ряда: sn = я1^2™**"1) — х. Найдем

сумму ряда:
если х > 0, то

s = lim sn (x) = lim (я1/*2*1*1) - х) = 1 - х,
п—кэо п—*оо

если ж < 0, то

5= lim sn(x)= lim (-| х |1/(2п+1> - х) = -1 - х,
п—>оо п—юо

если а; = 0, то sn = 0, и поэтому s = lim 5n = 0.
п—>оо

Таким образом, имеем:

5 (ж) = — 1 — х при ж < 0,

5 (ж) = 0 при х = 0,

5 (ж) = 1 — х при ж > 0.

Итак, сумма приведенного ряда есть функция разрывная. Ее график изображен
на рис. 364, где показаны также графики частичных сумм s\(x), S2 (х) и 53 (х).

Рис. 364.

Для мажорируемых рядов справедлива следующая теорема.

Теорема. Сумма ряда непрерывных функций, мажорируемого
на некотором отрезке [а, Ь], есть функция, непрерывная на этом

отрезке.

Доказательство. Пусть имеем мажорируемый на отрезке [а, Ь]
ряд непрерывных функций

щ(х) + и2 (х) + и3 (х) + ... (1)

Представим его сумму в виде

s(x) = sn(x) + rn(x),
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где

sn (x) = щ(х) + ... + ип (х),
а

гп (х) = ип+х (х) 4 ип+2 (х) + ...

Возьмем на отрезке [а, Ь] произвольное значение аргумента х и

придадим ему такое приращение Ах, чтобы точка х 4 Ах лежала

тоже на отрезке [а, Ь].
Введем обозначения:

As = s (х 4 Ах) — s (х), Asn = sn (x 4 Ах) —

sn (х),

тогда

As = Asn 4 rn (x 4 Дх) -

гп (х),
откуда

| Д* | ^ | Asn | 4 | гп (х 4 Ах) | 4 | гп (х) |. (2)
Это неравенство справедливо для любого номера п.

Чтобы доказать непрерывность s(x), нужно показать, что при
любом наперед заданном и как угодно малом е > 0 найдется число

а > 0 такое, что при всех | Ах \ < а будет \As\ < е.

Так как данный ряд (1) мажорируемый, то при любом наперед
заданном е > 0 найдется такой номер N, что при всех п ^ N, и

в частности при п = N, будет выполняться неравенство

\rN(x)\<e/3 (3)

при любом х из отрезка [а, Ь]. Значение х4 Дх лежит на отрезке

[а, Ь] и потому выполняется неравенство

|rN(x4Ax)| <е/3. (3')

Далее, при выбранном ЛГ частичная сумма $лг (х) есть

функция непрерывная (сумма конечного числа непрерывных функций)
и, следовательно, можно подобрать такое положительное число

а, что для всякого Дх, удовлетворяющего условию | Дх | < а,
выполняется неравенство

|Д*лг|<е/3. (4)
На основании неравенств (2), (3), (3;) и (4) получаем

|Д5(х)|<| + | + | = £,

т.е.

| As (х) | < е при | Дх | < а,

а это и означает, что s(x) является непрерывной функцией в

точке х (и, следовательно, в любой точке отрезка [а, Ь]).
Замечание. Из доказанной теоремы следует, что если сумма

ряда на каком-либо отрезке [а, Ь] разрывна, то ряд не мажорируем
на этом отрезке. В частности, не мажорируемым (на любом

отрезке, содержащем точку х = 0, т. е. точку разрыва суммы ряда)
является ряд, приведенный в примере.
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Отметим, наконец, что обратное предложение неверно:

существуют ряды, не мажорируемые на отрезке и, однако, сходящиеся
на этом отрезке к непрерывной функции. В частности, всякий

равномерно сходящийся на отрезке [а, Ь] ряд (даже если он не

мажорируем) имеет в качестве суммы непрерывную функцию
(конечно, если все члены ряда непрерывны).

§ 12. Интегрирование и дифференцирование рядов

Теорема 1. Пусть имеем ряд непрерывных функций

ui(x) + и2 (х) + ... + ип (х) + ...

, (1)

маэюорируемый на отрезке [а, Ь], и пусть s(x) есть сумма этого

ряда. Тогда интеграл от s(x) в пределах от а до х,

принадлежащих отрезку [а, Ь], равняется сумме таких же интегралов
от членов данного ряда, т. е.

XXX X

/ s(t)dt= I ui(t)dt+ u2(t)dt + ...+ un(t) dt + ...

Доказательство. Функцию s(x) можно представить в виде

s (х) = sn (х) + гп (х)

или

s (х) = Ui(x) + и2 {х) Л-... 4- ип (х) + гп (х).

Тогда
XXX XX

/ 5 (t) dt = I ui(t)dt+ I u2{t)dt + ...+ I un (t) dt+ rn (t) dt (2)

(интеграл от суммы конечного числа слагаемых равен сумме

интегралов от этих слагаемых).
Так как исходный ряд (1) мажорируем, то при любом х имеем

I тп (х) | < £п, где еп —у 0 при п —у оо. Поэтому *)

XX X

J rn(t)dt\ ^± I \rn(t)\dt<± J endt = ±en(x-a) ^еп(Ь-а).
а а а

Так как еп —у 0, то

lim / rn (t) dt = 0.

a

*) В приводимых ниже оценках при а < х берется знак +, а при х < а—-

знак —.
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Но из равенства (2) получаем:

XXX X

jrn(t)dt= I s(t)dt- Iu1(t)dt + ...+ jun(t)dt\.
a a a a

Следовательно,
XX X

Mm I s (t) dt-\ ux(t) dt + ... + / un (t) dt \> = 0,

или

(3)lim / ux(t) dt + ... + un(t)dt\ = s(t) dt.

a a a

Сумма, стоящая в квадратных скобках, есть частичная сумма ряда

X X

fui(t)dt + ...+ fun(t)dt + ... (4)
а а

Поскольку частичные суммы этого ряда имеют предел, этот ряд
х

сходится и его сумма в силу равенства (3) равна / s (t) dt, т. е.

а
XXX X

s(t)dt= I ux(t)dt+ J u2(t)dt + ...+ un(t)dt + ...

,

a a a a

а это и есть равенство, которое требовалось доказать.

Замечание 1. Если ряд не мажорируем, то почленное

интегрирование ряда не всегда возможно. Это надо понимать в том
X

смысле, что интеграл Js(t)dt от суммы ряда (1) не всегда равен

а

сумме интегралов от его членов (т.е. сумме ряда (4)).
Теорема 2. Если ряд

иг(х) + и2 (х) + ... + ип (х) + ...
, (5)

составленный из функций, имеющих непрерывные производные на

отрезке [а, Ь], сходится на этом отрезке к сумме s(x) и ряд

и'г (х) + и'2 (х) + ... + и'п (х) + ...

, (6)

составленный из производных его членов, мажорируем на том

же отрезке, то сумма ряда производных равна производной от

суммы первоначального ряда, т. е.

s'(x) = и[ (х) + и'2 (х) + ... + и'п (х) + ...

Доказательство. Обозначим через F (х) сумму ряда (6):

F (х) = и[ (х) + и'2 (х) + ... + и'п (х) + ...

,
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и докажем, что

F(x) = s'(x).
Так как ряд (6) мажорируем, то на основании предыдущей

теоремы
XXX X

J F(t)dt= /ui(0d*+ J u'2(t)dt + ...+ J u'n (t)dt + ...

a a a a

Производя интегрирование, будем иметь:

х

I F(t)dt =

= [щ (ж) - ui(a)] 4- [ti2 (x) - u2 (a)] + ... + [un(x)- un (a)] -f ...

Но по условию

s(x) = Ui(x) 4 u2{x) 4 ... -f un(x) 4 ...
,

5 (a) = u\ (a) 4 u2 (a) 4 ... 4 un (a) 4 ...
,

каковы бы ни были числа х и а на отрезке [а, Ь]. Поэтому
X

I F(t)dt = s(x)-s(a).

Дифференцируя по х обе части последнего равенства, получим

F(x) = s'(x).

Таким образом, мы доказали, что при выполнении условий

теоремы производная от суммы ряда равна сумме производных от

членов ряда.
Замечание 2. Требование мажорируемости ряда производных

является весьма существенным, и его невыполнение может

привести к невозможности почленного дифференцирования ряда. В

подтверждение этого приведем пример мажорируемого ряда, не

допускающего почленного дифференцирования.
Рассмотрим ряд

sin 14х . sin 2Ах . sin34a; , , sin n4x ,

12
+

22
+

З2
^'"^

п2
+•"

Этот ряд сходится к непрерывной функции, так как он

мажорируем. Действительно, при любом х его члены по абсолютной

величине меньше членов числового сходящегося ряда с

положительными членами

12
+ 22+32+", + п2+'"
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Напишем ряд, составленный из производных членов исходного

ряда:

cos х + 22 cos 24х + ... 4- п2 cos п4х 4- ...

Этот ряд расходится. Так, например, при х = О он превращается
в ряд

1 + 22 + З2 + • • • 4- п2 + ...

(Можно показать, что он расходится не только при х = 0.)

§ 13. Степенные ряды. Интервал сходимости

Определение 1. Степенным рядом называется

функциональный ряд вида

а0 4- а\х 4- а2х2 + ... 4- апхп + ...

, (1)

где ао, ai, а2, ..., ап, ...—постоянные числа, называемые

коэффициентами ряда.
Областью сходимости степенного ряда всегда является

некоторый интервал, который, в частности, может вырождаться в точку.

Для того, чтобы убедиться в этом, докажем сначала следующую

теорему, очень важную для всей теории степенных рядов.

Теорема 1 (теорема Абеля). 1) Если степенной ряд сходится

при некотором значении хо, не равном нулю, то он абсолютно

сходится при всяком значении х, для которого \х\ < |хо|;
2) если ряд расходится при некотором значении х'0, то он

расходится при всяком х, для которого \х\ > \х'0\.
Доказательство. 1) Так как, по предположению, числовой ряд

ао 4- о,\Хо 4- o>2Xq 4- • • • 4- апх% -f ... (2)

сходится, то его общий член апх^ —► 0 при п —у оо, а это значит,

что существует такое положительное число М, что все члены ряда

по абсолютной величине меньше М.

Перепишем ряд (1) в виде

ао + агх0 (j) + а2х* (^)2 + ... + anx0" (j)" + ...

и рассмотрим ряд из абсолютных величин его членов:

|ao| + |aiSo| ;г + I а>ъх\ \
X

Xq
+ ... + |апх% |

X

Xq

+ .

Члены этого ряда меньше соответствующих членов ряда

|2

м + м
х

Xq
+ м

X

Xq
+ ... + М

X

Xq

+...

(3)

(4)

(5)

При | х | < | хо | последний ряд представляет геометрическую про-

< 1 и, следовательно, сходится. Такгрессию со знаменателем
X

Xq
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как члены ряда (4) меньше соответствующих членов ряда (5), то

ряд (4) тоже сходится, а это и значит, что ряд (3) или (1) сходится

абсолютно.

2) Теперь нетрудно доказать и вторую часть теоремы: пусть

в некоторой точке х'0 ряд (1) расходится. Тогда он будет
расходиться в любой точке х, удовлетворяющей условию |х| > \х'0\.
Действительно, если бы в какой-либо точке х, удовлетворяющей
этому условию, ряд сходился, то, в силу только что доказанной

первой части теоремы, он должен был бы сходиться и в точке х'0,
так как \х'0\ < \х\. Но это противоречит условию, что в точке

х'0 ряд расходится. Следовательно, ряд расходится и в точке х.

Таким образом, теорема полностью доказана.

Теорема Абеля позволяет судить о расположении точек

сходимости и расходимости степенного ряда. Действительно, если х0 есть

точка сходимости, то весь интервал (—|хо|, |#о|) заполнен

точками абсолютной сходимости. Если х'0 — точка расходимости, то вся

бесконечная полупрямая вправо от точки | х'0 | и вся полупрямая
влево от точки — |хо1 состоят из точек расходимости.

Из этого можно заключить, что существует такое число R,
что при | х | < R мы имеем точки абсолютной сходимости и при

|х| > R— точки расходимости. Таким образом, имеет место

следующая теорема о строении области сходимости степенного ряда:

Теорема 2. Областью сходимости степенного ряда является

интервал с центром в начале координат.
Определение 2. Интервалом сходимости степенного ряда

называется такой интервал от —R до -fi?, что для всякой точки

х, лежащей внутри этого интервала, ряд сходится и притом

абсолютно, а для точек х, лежащих вне его, ряд расходится (рис. 365).
Число R называют радиусом сходимости степенного ряда.

На концах интервала (т. е. при х = R и при х = —R) вопрос
о сходимости или расходимости данного ряда решается
индивидуально для каждого конкретного ряда.

Отметим, что у некоторых рядов интервал сходимости

вырождается в точку (R = 0), у других охватывает всю ось Ox (R = оо).

Ряд сходится

Ряд расходится Ряд расходится

Рис. 365.

Укажем способ определения радиуса сходимости степенного ряда.

Пусть имеем ряд

а0 4- а\х + а2х2 + ... + апхп + ... (1)

Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных величин его

членов:

|аоК|а1||х|4|а2||х|24|аз||х|34...4|ап||хГ4... (6)
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Для определения сходимости последнего ряда (с
положительными членами!) применим признак Даламбера.

Допустим, что существует предел:

lim 2=±i = lim Qn+lSn+1
= lim

П-+ОО

Qn+1

an |x|=L|x|.

Тогда по признаку Даламбера ряд (6) сходится, если L\x\ < 1,
т.е. если \х\ < 1/L, и расходится, если L\x\ > 1, т.е. если

|x|>l/L.
Следовательно,'ряд (1) сходится абсолютно при \х\ < 1/L. Если

же |х| > 1/L, то lim ^^ = L\x\ > 1, и ряд (6) расходится,
п—+оо ип

причем его общий член не стремится к нулю*). Но тогда и общий
член данного степенного ряда (1) не стремится к нулю, а это

значит, на основании необходимого признака сходимости, что этот

степенной ряд расходится (при \х\ > 1/1/).
Из предыдущего следует, что интервал (—1/L, 1/L) есть

интервал сходимости степенного ряда (1), т.е.

R = I = lim
Ь п—юо йп+1

Аналогичным образом для определения интервала сходимости
можно пользоваться признаком Коши, и тогда

1
R =

lim
п—юо

vra

Пример 1. Определить интервал сходимости ряда

1+ х + х2 + х3 + ... + хп + ...

Решение. Применяя непосредственно признак Даламбера, получаем:

гп+1
lim
п—юо

|х|.

Следовательно, ряд сходится при \х\ < 1 и расходится при \х\ > 1. На

границах же интервала (—1, 1) исследование ряда с помощью признака

Даламбера невозможно. Однако непосредственно видно, что при х = — 1 и при х = 1

ряд расходится.

Пример 2. Определить интервал сходимости ряда

2х (2х)* (2s)3
1 2

+
3

Решение. Применяем признак Даламбера:

(2х)п+1

lim
п—юо

п+1

(Ml
lim
п—юо П+1

I 2*1

Ряд сходится, если | 2ж | < 1, т. е. если | х \ < 1/2; при ж

ж = —1/2 ряд расходится.

12*1

1/2 ряд сходится; при

*) Напомним, что при доказательстве признака Даламбера (см. §4) мы

обнаружили, что если lim п~^"1 > 1, то общий член ряда возрастает и, следователь-
п—юо ип

но, не стремится к нулю.
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Пример 3. Определить интервал сходимости ряда

хп

*+lr + l? + - + !sr + -

Решение. Применяя признак Даламбера, получим:

lim
п—юо

Цп+1
■ lim
п—юо

хп+1п\
хп (п + 1)!

lim
п—►оо 71+ 1

:0<1.

Так как предел не зависит от х и меньше единицы, то, значит, ряд сходится при

всех значениях х.

Пример 4. Ряд

1 + х + (2х)2 + (За:)3 + ... + (пх)п + ...

расходится при всех значениях я, кроме х = 0, так как (пж)п —► оо при п —► оо,

каково бы ни было ж, отличное от нуля.

Теорема 3. Степенной ряд

а0 + а\х + а2х2 + ... + апхп + ... (1)

мажорируем на любом отрезке [—р, р], ^елит/w леэ/сагцеле внутри

интервала сходимости.

Доказательство. По условию, р < R (рис. 366), а потому
числовой ряд (с положительными членами)

I а0 | + | oi | р + | а2 | р2 + ... + | ап | рп + ... (7)

сходится. Но при | х | < р члены ряда (1) по абсолютной величине

не больше соответствующих членов ряда (7). Следовательно, ряд

(1) мажорируем на отрезке [—р, р].

Интервал сходимости

Интервал мажорируемости

Рис. 366.

а 0 р

Рис. 367.

Следствие 1. На всяком отрезке, целиком лежащем внутри

интервала сходимости, сумма степенного ряда есть непрерывная

функция.
Действительно, на этом отрезке ряд мажорируем, а члены его

являются непрерывными функциями от х. Следовательно, на

основании теоремы 1 §11 сумма этого ряда есть непрерывная функция.
Следствие 2. Если пределы интегрирования а, /3 лежат

внутри интервала сходимости степенного ряда, то интеграл от

суммы ряда равен сумме интегралов от членов ряда, так как

область интегрирования можно заключить в отрезок [—р, р], где

ряд мажорируем (рис. 367) (см. теорему 1 § 12 о возможности

почленного интегрирования мажорируемого ряда).
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§ 14. Дифференцирование степенных рядов

Теорема 1. Если степенной ряд

s (х) = а0 + а\х + а2х2 4- а3х3 + а4х4 + ... + апхп + ... (1)

имеет интервал сходимости (-R, R), то ряд

if (х) = аг + 2а2х + За3х2 + ... + папхп~1 + ...

, (2)

полученный почленным дифференцированием ряда (1), имеет тот

же интервал сходимости (—i?, R); при этом

if(x)=sf(x), если \x\<R,

т. е. внутри интервала сходимости производная от суммы

степенного ряда (1) равна сумме ряда, полученного почленным

дифференцированием ряда (1).
Доказательство. Докажем, что ряд (2) мажорируем на любом

отрезке [—р, р], целиком лежащем внутри интервала сходимости.

—«—# 1 *—ф ** * ф -

-/? -р 0 х р £/?*2jc,

Рис. 368.

Возьмем точку £ такую, что р < £ < R (рис. 368). В этой точке

ряд (1) сходится, следовательно, lim an£n = О, поэтому можно
п—юо

указать такое постоянное число М, что

КГ|<М (п = 1,2,...).

Если | х | ^ р, то

| папх71"1 | ^ | папр71'1 \=п\ апС~г \

где

e = £<i.
Таким образом, члены ряда (2) при | х | ^ р по абсолютной

величине меньше членов числового положительного ряда с

постоянными членами:

^(1 + 2</ + 3</2 + ...+п</п-1 + ...).

Но последний ряд сходится, в чем можно убедиться, применяя

признак Даламбера:

lim
, nq^ п о

= q < 1.
n_+oo (n-l)qn-2

H

71,—1

< n>Yq
п-1
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Следовательно, ряд (2) мажорируем на отрезке [—р, р], и на

основании теоремы 2 § 12 его сумма есть производная от суммы данного

ряда на отрезке [—р, р], т.е.

ip(x) = s'(x).
Так как всякую внутреннюю точку интервала (—Я, Я) можно

заключить в некоторый отрезок [—р, р], то отсюда следует, что

ряд (2) сходится в любой внутренней точке интервала (—Я, Я).
Докажем, что вне интервала (-Я, Я) ряд (2) расходится.

Допустим, что ряд (2) сходится при х\ > Я. Интегрируя его почленно

в интервале (0, х2), где R < х2 < х\, мы получили бы, что ряд

(1) сходится в точке х2, а это противоречит условиям теоремы.

Таким образом, интервал (—Я, R) есть интервал сходимости ряда

(2). Теорема полностью доказана.

Ряд (2) снова можно почленно дифференцировать и продолжать
так сколь угодно раз. Таким образом, получаем вывод:

Теорема 2. Если степенной ряд сходится в интервале (—Я, R),
то его сумма представляет собой функцию, имеющую внутри

интервала сходимости производные любого порядка, каждая из

которых есть сумма ряда, получающегося в результате
почленного дифференцирования данного ряда соответствующее число раз;

при этом интервал сходимости каждого ряда, получившегося в

результате дифференцирования, есть тот же интервал (—Я, R).

§ 15. Ряды по степеням х — а

Степенным рядом также называется функциональный ряд

вида

а0 4- а\(х - а) 4 а2 (х - а)2 4-... 4- ап (х - а)п + ...

, (1)

где постоянные ао, а\, ..., ап, ... также называются

коэффициентами ряда. Это— степенной ряд, расположенный по степеням

двучлена х — а.

При а = 0 получаем степенной ряд,

o)-i u_ i _>
-- расположенный по степеням х, который,

следовательно, является частным случа-

pv { a-Rr—j—^а+/? х ем ряда (1).
а Для определения области сходимости

Рис. 369. ряда (1) произведем в нем замену
переменной

х — а = X.

После этой замены ряд (1) примет вид

а0 4 oi X 4 а2 X2 4 ... 4 ап Xй 4 ...

, (2)

т.е. получили степенной ряд, расположенный по степеням X.

Пусть интервал —Я < X < Я есть интервал сходимости ряда (2)
(рис. 369, а). Отсюда следует, что ряд (1) будет сходиться при
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значениях х, удовлетворяющих неравенству —R<x
— a<R или

а — R < х < а + R. Так как ряд (2) расходится при | X \ > Я, то

ряд (1) будет расходиться при |х — а\ > R, т.е. будет расходиться
вне интервала a- R <x <a + R (рис. 369, /J).

Следовательно, интервалом сходимости ряда (1) будет
интервал (а — R, a 4- R) с центром в точке а. Все свойства

степенного ряда, расположенного по степеням х, внутри интервала

сходимости (—Я, +R) полностью сохраняются для степенного ряда,

расположенного по степеням х — а, внутри интервала сходимости

(а — R, a 4- R)- Так, например, после почленного интегрирования
степенного ряда (1), если пределы интегрирования лежат внутри

интервала сходимости (a — R, о + Д), получается ряд, сумма

которого равняется соответствующему интегралу от суммы данного

ряда (1). При почленном дифференцировании степенного ряда (1)
при всех х, лежащих внутри интервала сходимости (а — Я, а + й),
получается ряд, сумма которого равняется производной от суммы
данного ряда (1).

Пример. Найти область сходимости ряда 0 1 2 3 г

(Х - 2) + (х - 2)2 4 (х - 2)3 4 . • • + (х - 2)п + ...

' ^—^^

Решение. Положив х — 2 = X, получим ряд
^ис- ^' "•

X + X2 + X3 + ... 4 Хп + ...

Этот ряд сходится при — 1 < X < +1. Следовательно, данный ряд сходится при

всех х, для которых
— I < х — 2 < 1, т. е. при 1 < х < 3 (рис. 370).

§ 16. Ряды Тейлора и Маклорена

В §6 главы IV (т. I) было показано, что для функции f(x),
имеющей все производные до (п 4- 1)-го порядка включительно, в

окрестности точки х = а (т. е. на некотором интервале,

содержащем точку х = а) справедлива формула Тейлора:

/(х) = /(а) + ^/'(а)+
+ ^/>) + ... + ^/<">(а) + Дп(*), (1)

где так называемый остаточный член Rn (x) вычисляется по

формуле

Дп = ^'У /("+1) [а + в(х- а)}, О<0<1.

Если функция / (х) имеет производные всех порядков в

окрестности точки х = а, то в формуле Тейлора число п можно брать
сколь угодно большим. Допустим, что в рассматриваемой
окрестности остаточный член Rn стремится к нулю при п —у оо:

lim Rn (x) = 0.
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Тогда, переходя в формуле (1) к пределу при п —► оо, получим

справа бесконечный ряд, который называется рядом Тейлора:

/(х) = /(а) + ^/'(а) + ... + ^^/(")(а) + ... (2)

Последнее равенство справедливо лишь в том случае, если

Rn (х) —> 0 при п —у оо. В этом случае написанный справа ряд

сходится и его сумма равна данной функции f(x). Докажем, что

это действительно так:

f(x)=Pn(x) + Rn(x),

где

Pn(x) = f(a) + ^f\a) + ... + ^^^Ha).
Так как, по условию, lim Rn (x) = О, то

п—юо

/(»)= lim P„(x).
п—юо

Но Рп (х) есть п-я частичная сумма ряда (2); ее предел равен

сумме ряда, стоящего в правой части равенства (2). Следовательно,
равенство (2) справедливо:

/(х) = /(а) + ^/>) + ^^Г(а) + ... + ^^/(")(а) + ...

Из предыдущего следует, что ряд Тейлора представляет
данную функцию f (х) только тогда, когда lim Rn (x) = 0. Если

lim Rn (x) ф 0, то ряд не представляет данной функции, хотя

может и сходиться (к другой функции).
Если в ряде Тейлора положим а = 0, то получим частный

случай ряда Тейлора, который называют рядом Маклорена:

/(x) = /(0) + f/'(0) + £ /«(0) + ... + g/(»)(0) + ... (3)

Если для какой-нибудь функции формально написан ряд

Тейлора, то чтобы доказать, что написанный ряд представляет данную

функцию, нужно либо доказать, что остаточный член стремится к

нулю, либо каким-нибудь иным способом убедиться, что

написанный ряд сходится к данной функции.
Отметим, что для каждой из элементарных функций,

определенных в §8 главы I (т. I) существует такое а и такое Я, что в

интервале (a — R, a + R) она разлагается в ряд Тейлора или (если
а = 0) в ряд Маклорена.

§ 17. Примеры разложения функций в ряды

1. Разложение функции /(x)=sinx в ряд Маклорена.
В §7 главы IV (т. I) мы получили формулу

sinx = x-f+ ^ + ... + (-1Г+1^^+Д2п(а:).
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Так как было доказано, что lim i?2n (#) = 0, то на основании
п—юо

сказанного в предыдущем параграфе получаем разложение sin а;

в ряд Маклорена:

sinx = x_!! + !i + ... + (_irl^_ + ... (1)

Так как остаточный член стремится к нулю при любом х, то

данный ряд сходится и имеет в качестве суммы функцию sin а:

при любом х.

На рис. 371 показаны графики функции sin а; и первых трех
частичных сумм ряда (1).

Рис. 371.

Этим рядом пользуются для вычисления значений sin а; при

различных значениях х.

Вычислим, например, sin 10° с точностью до 10~5. Так как 10°

или, в радианах, yg
« 0,174533, то

-1о°=й-Ш)3+Ш)5-Ш7+---
Ограничиваясь первыми двумя членами, получим следующее

приближенное равенство:

Slni8 ~ 18 б \\Ъ) '

при этом мы делаем ошибку <5, которая по абсолютной величине

меньше первого из отброшенных членов, т.е.

5<НЮ5<Т5о-(°'2)5<4-10"6-
Если каждое слагаемое в выражении для sin yg будем вычислять

с шестью знаками, то получим:

sin (тг/18) =0,173647.

За первые четыре знака можно ручаться.
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2. Разложение в ряд Маклорена функции /(х) = е*.

На основании §7 главы IV (т. I) имеем

е* = 1 + х+^ + ^ + ... + § + ..., (2)

так как было доказано, что lim Rn (x) = 0 для любого х. Сле-
п—+оо

довательно, для всех значений х ряд сходится и представляет

функцию ех.

Если в разложении (2) заменить х на (—х), то получаем:

3. Разложение в ряд Маклорена функции f(x)=cosx.
На основании §7, главы IV (т. I) имеем

са8х = 1-£ + £-£ + ...; (4)

при всех значениях х ряд сходится и представляет функцию cosx.

4. Разложение в ряд Маклорена функций

Разложение этих функций легко получается путем вычитания

и сложения рядов (2) и (3) и деления на два.

Итак,

shx = x+^ + ^ + ^ + ..., (5)

ch* = l + l£ + ^ + ^ + ... (6)

§ 18. Формула Эйлера

До сих пор мы рассматривали только ряды с

действительными членами, не затрагивая рядов с комплексными членами. Не

приводя полной теории рядов с комплексными членами, которая

выходит за рамки данного учебника, рассмотрим только один

важный пример из этой области.

В главе VII (т. I) была определена функция ех+гу равенством

ех+гу _ ех (CQSy + l Sin у).

При х = 0 получаем формулу Эйлера:

егу = cos у -f i sin у.

Если определить показательную функцию егу с мнимым

показателем с помощью формулы (2) § 17, дающей представление
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функции ех в виде степенного ряда, то мы получим то же

равенство Эйлера. Действительно, определим егу, положив в равенстве

(2) § 17 вместо х выражение iy:

е* = 1 + 4 +М + <Й! + ... + М1 + ... (1)

Принимая во внимание, что г2 = —1, г3 = —г, г4 = 1, г5 = г, г6 = —1

и т.д., преобразуем формулу (1) к виду

ггу л . гу у2 iy3 у4 iy5
^

1! 2! 3!
"•"

4!
"•"

5!

Отделяя в этом ряде действительную и мнимую части, найдем:

<*-(1-£+£--)+'(*-£+$--)-
В скобках стоят степенные ряды, суммы которых равны,

соответственно cosy и sin у (см. формулы (3) и (1) предыдущего

параграфа). Следовательно,

егу = cos у + i sin у. (2)
Таким образом, мы пришли снова к формуле Эйлера.

§ 19. Биномиальные ряд

1. Разложим в ряд Маклорена функцию

/(*) = (1 + *г,

где т
—

произвольное постоянное число.

Здесь оценка остаточного члена представляет некоторые
трудности и потому к разложению данной функции мы подойдем
несколько ин&че.

Заметив, что функция f (х) = (1+х)т удовлетворяет

дифференциальному уравнению

(l + x)f(x) = mf(x) (1)
и условию

/(0) = 1,

найдем степенной ряд, сумма которого s (x) удовлетворяет
уравнению (1) и условию 5(0) = 1:

s (х) = 1 + ахх + а2х2 И-... И- апхп + ... *\ (2)

Подставляя его в уравнение (1), получим:

(1 + х) (aix + 2а2х + За3х2 +... + папхп~1 + ...) =

= га (1 + а\х + а2х2 + ... + апхп + ...).

*) Мы приняли свободный член равным единице в силу начального

условия s (0) = 1.
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в разных
частях равенства, находим

а\ = т, а\ + 2а2 = та\, ...
, пап + (п + 1) an+i = mon, ...

Отсюда для коэффициентов ряда получаем выражения:

л а\(т — 1) т(т — 1)
а0 = 1, ai = m, a2 = —^ = —к—

,

а3 =
а2 (т — 2)

__

m (m — 1) (m — 2)
3

""

2~3

__

т (т — 1) ... [т — (п — 1)]
""

1 -2-...П

Это—биномиальные коэффициенты.
Подставляя их в формулу (2), получим:

s(x) = l+mx+^^x2+ ... + w(w-;)2V[w;(n-1)1x" + ... (3)

Если m— целое положительное число, то, начиная с члена,

содержащего xm+1, все коэффициенты равны нулю, и ряд
превращается в многочлен. При т дробном или при т целом отрицательном
имеем бесконечный ряд. Определим радиус сходимости ряда (3):

т(т — 1) ... (т — п + 1) ~ т(т — 1) ... (т — п + 2) „_i
t*n+l

= —* -

f
-I—z Xй « - —* - * ^—L "n l

Un =
(n-1)!

lim
n—+00

Цп+1
= lim

n—+00

m (m — 1) ... (m — n + 1) (n — 1)!
m (m — 1) ... (m — n + 2) n!

= lim
n—*oo

m — n + 1

n
\x\ = \x\.

Таким образом, ряд (3) сходится при \х\ < 1.

В интервале (—1, 1) ряд (3) представляет функцию s(x),
удовлетворяющую дифференциальному уравнению (1) и условию 5 (0) = 1.

Так как дифференциальному уравнению (1) и условию 5(0) = 1

удовлетворяет единственная функция, то, следовательно, сумма

ряда (3) тождественно равна функции (1 + х)т, и мы получаем
разложение

В частности, при т = — 1 получаем

= 1-х + х2-х3 + ...

1 +х

При т =
« будет

JL.2
2-4

1-3
у/1 + Х = 1 + ±Х--^Х* + ^jfg Ж1' -

1-3-5 4 ,

2-4-6.8Х +'

(3')

(4)

(5)
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При т = —

^ имеем

2. Применим разложение бинома к разложению других функций.
Разложим в ряд Маклорена функцию

/(х) = arcsinx.

Подставляя в равенство (6) вместо х выражение —х2, получим

_1_ = 1+1ж2+^ж4+144х6+...+1-3-!--(2Г1)х2"+...

= arcsm х =

Vl-x2
* '

2 '2-4
'

2 • 4-6 2 • 4 • 6 •

...

• 2n

На основании теоремы об интегрировании степенных рядов

получаем при |х| < 1:

х

f dt

J ST=i?
о

1 х3 1 ■ 3 х5 1 • 3 • 5 х7 1 • 3 ■ 5 •

...

• (2n - 1) х2"*1
+

2 3
~l~

2 • 4 5
~1~

2 • 4 • 6 7
"|~---"1"

2 • 4 • 6 •

...

• 2п 2п + 1

Этот ряд сходится в интервале (—1, 1). Можно было бы

доказать, что ряд сходится и для х = ± 1 и что для этих значений

сумма ряда также равна arcsinx. Тогда, полагая х = 1, мы

получим формулу для вычисления 7г:

o^oir, 1 * 1_!_! 1.1-3 1 , 1-3-5 1 ,arcsml = - = ! + -.- + _.- +
ггъ

.- + ...

§ 20. Разложение функции 1п(1 + х) в степенное ряд.
Вычисление логарифмов

Интегрируя равенство (4) § 19 в пределах от 0 до х (при | х | < 1),
получим:

X X

j^rt = j(i-t + t2-t3 + ...)dt,
0 0

ИЛИ
2 3 4

ln(l+x)=x-^ + ^-^- + ... + (-ir+1f + ... (1)

Это равенство справедливо в интервале (—1, 1).
Если в этой формуле заменить х на —х, то получается ряд

1п(1-*) = -*-£-£-£-..., (2)

который сходится в интервале (—1, 1).
С помощью рядов (1) и (2) можно вычислять логарифмы чисел,

заключенных между нулем и двумя. Отметим, без доказательства,
что при х = 1 разложение (1) также справедливо.
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Выведем формулу для вычисления натуральных логарифмов
любых целых чисел.

Так как при почленном вычитании двух сходящихся рядов

получается ряд сходящийся (см. §1, теорему 3), то, вычитая почленно

равенство (2) из равенства (1), находим

ln(l+x)-ln(l-x) = lni±f = 2 [x + f + f+ ...].
Положим, далее, т~г^ = ^— ; тогда х =

2п-ц- При любом

п > 0 имеем 0 < х < 1, поэтому

1П1±£ = 1ПП±1 = 2
1-х п

откуда

ln(nH-l) -Inn = 2

2n + l 3(2n + l)3 5(2n + l)5

2n + l
^

3(2n + l)3 5(2n + l)5

При n = 1 отсюда получаем:

(3)

In2 = 2
1 • 3

+
3 • З3

^
5 • З5

^ * * *

Для вычисления In 2 с заданной степенью точности 8 надо
подсчитать частичную сумму sp, выбрав число р ее членов так, чтобы

сумма отброшенных членов (т.е. ошибка Rp, совершаемая при
замене 5 на sp) была меньше допустимой погрешности 8. Для этого

оценим ошибку Rp:

Rp = 2
(2р + 1)32Р+1

^

(2р + 3)32Р+3
^

(2р + 5)32Р+5
+ ...

Так как числа 2р + 3, 2р + 5, ... больше, чем 2р+1, то, заменяя

их на 2р+1, мы увеличим каждую дробь. Поэтому

Rp<2 (2р + 1)32Р+1
^

(2р + 1)32Р+3
^

(2р+1)32Р+5
+ ...

ИЛИ

R^<2f+l 32Р+1
~

з2р+3 32р+5
+ ...

Ряд, стоящий в квадратных скобках, есть геометрическая

прогрессия со знаменателем <г. Подсчитывая сумму этой прогрессии,

найдем
1

2 ?*ртг 1
RP K

2р + 1 \_ 1 4(2р+1)32Р"1
(4)

Если мы хотим теперь подсчитать In 2, например, с точностью

до 0,000000001, то надо выбрать р так, чтобы было Rp <
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< 0,000000001. Этого можно добиться, подобрав р так, чтобы

правая часть неравенства была меньше, чем 0,000000001.
Непосредственным подбором находим, что достаточно взять р = 8. Итак,
с точностью до 0,000000001 имеем:

1п2«58 = 2
1 • 3

^
3 • З3

+
5 • З5

+
7 • З7

^
9 • З9

^
11 • З11

^

1 , 1

13-З13 15-315
= 0,693147180.

Итак, In 2 = 0,693147180. При этом эти девять знаков верные.

Полагая в формуле (3) п = 2, получаем:

In 3 = In 2 + 2
1 • 5

+
3 • 53

+
5 • 55

+ e e e
= 1,098612288 и т.д.

Таким образом, мы можем получить натуральные логарифмы
любых целых чисел.

Чтобы получить десятичные логарифмы чисел, нужно
воспользоваться (см. §8 гл. II т. I) соотношением

lgAT = MlnAT,

где М = 0,434294. Тогда, например, получим:

lg2 = 0,434294 • 0,693147 = 0,30103.

§ 21. Вычисление определенных интегралов с помощью

рядов

В главах X и XI (т. I) было указано, что существуют

определенные интегралы, которые, как функции верхнего предела, не

выражаются в конечном виде через элементарные функции. Такие

интегралы иногда бывает удобно вычислять с помощью рядов.

Рассмотрим здесь несколько примеров.

1. Пусть требуется вычислить интеграл

а

I
0

е
х dx.

Здесь первообразная от е~х не является элементарной
функцией. Для вычисления этого интеграла разложим подынтегральную

функцию в ряд, заменяя в разложении ех (см. формулу (2) § 17)
х на —х2:

е-2
1!
+

2! 3!
^ ■•■^\ 1> п>.
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Интегрируя обе части этого равенства в пределах от 0 до а,

получим:

а

J
е аХ

\1 1!-3 ^ 2!-5 3!-7 +--7

а7
ТГЗ

+
2Г~5

~

3!-7
~1~

С помощью этого равенства мы можем при любом а вычислить

данный интеграл с любой степенью точности.

2. Требуется вычислить интеграл

а

I sin ж
dx.

х

О

Разложим подынтегральную функцию в ряд: из равенства

ЗГ 1* 1*

smx = x-
— + _-_ + ...

получаем:
sin ж _-• ж2 .ж4 ж6 .

ж 3!f5! 7!
+ * * *

'

причем последний ряд сходится при всех значениях х. Интегрируя
почленно, получим:

/ sin ж

о

sin ж j„ л
а3 , а5 а' ,

Сумма ряда легко вычисляется с любой степенью точности при
любом а.

3. Вычислить эллиптический интеграл

тг/2

/ yjl-k2 sin2 (рЛр (к < 1).
о

Разложим подынтегральную функцию в биномиальный ряд,
положив тп = -х, х = —к2 sin2 (f (см. формулу (5) §19):

^/l-ifc2Sin2(p=l-iifc2sin2(p-i.ifc4sinV-f -\ 'fib6 Shi6 </>-•••

Этот ряд сходится при всех значениях <р и допускает почленное

интегрирование, так как он мажорируем на любом интервале.
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Поэтому

\/l -к2 sin2 tdt =/
о

V Ч> Ч>

= <р-\к2 Jsm2tdt-\-\kA JsmAtdt-\-\-\k? [sin6tdt-...
0 0 0

Интегралы, стоящие справа, вычисляются элементарно. При
Ф = ^ имеем:

тг/2

/
• 2n j 1 • 3 •... • (2п - 1) тг

81П ^= 2-4-....2П '2
о

(см. §6 гл. XI т. I) и, следовательно,

тг/2

/yr^S7*.}[i-(i)V-(H),¥-(i*t),¥-
§ 22. Интегрирование дифференциальных уравнений

с помощью рядов

Если интегрирование дифференциального уравнения не сводится

к квадратурам, то прибегают к приближенным методам

интегрирования уравнения. Одним из таких методов является представление

решения уравнения в виде ряда Тейлора; сумма конечного числа

членов этого ряда будет приближенно равняться искомому

частному решению.

Пусть, например, требуется найти решение дифференциального
уравнения второго порядка

y" = F(x,y,y'), (1)

удовлетворяющее начальным условиям

у\х=Ха=Уо, У'\х=хо=у'о- (2)

Допустим, что решение у
= f (x) существует и представимо в

виде ряда Тейлора (мы не будем останавливаться на вопросе, при

каких условиях это имеет место):

y = f(x) = f(Xo) + ^of{xo) + ^lf"(Xo) + ... (3)

Нам нужно найти /(хо), /'(хо)> /"(хо), •••>
те- значения

производных от частного решения при х = xq. Но это можно сделать

при помощи уравнения (1) и условий (2).
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Действительно, из условий (2) следует:

f(xo) =2/o, f'(x0) = y'0;
из уравнения (1) получаем:

ГЫ=У"\х=Хо=Р(хо,Уо,у'0).
Дифференцируя обе части уравнения (1) по х:

у'" = F'x (х, у, у') + Fy (х, у, у') у' + F'y. (х, у, у') у" (4)
и подставляя значение х = xq в правую часть, найдем:

ГЫ = у'"\х=Х0.
Дифференцируя соотношение (4) еще раз, найдем

/IV(xo) = yIVU0
и т. д.

Найденные значения производных подставляем в равенство (3).
Для тех значений х, для которых этот ряд сходится, он

представляет решение уравнения.

Пример 1. Найти решение уравнения

у" = -ух2,
удовлетворяющее начальным условиям

»|.=о = 1. У'|.=о=0.
Решение. Имеем

/(0)=уо = 1, /'(0) = у'о = 0.

Из данного уравнения находим у"\х_0 = f'(0) = 0; далее,

у"' = -у'х2 - 2ZJ,, г,'"|ж=0 = /"' (0) = 0,

у™ = -у»*2 _ 4ху, _ 2у< ylV|^o = _2|

и, вообще, дифференцируя к раз обе части уравнения по формуле Лейбница,
находим (§ 22 гл. Ill т. I)

у<*+2) = -y(fc) х2 - 2Wfc-') - к (к - i)j/fc-2>.
Положив х = 0, будем иметь:

уГ2) = -Н^-1)уГ2)
или, полагая к + 2 = п,

у(«)=_(п_3)(п-2)у<"-4).
Отсюда

yjv = -1-2, у<8) = -5 • 6y£v = (-1)2 ■ (1 ■ 2) • (5 • 6),

yg2) = -9 • 10у<8) = (-1)3 • (1 • 2) • (5 ■ 6) • (9 • 10),

!/Г} = (-1)* • (1 • 2) • (5 • 6) • (9 • 10) •...
• [(4fc - 3)(4fc - 2)],
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Кроме того,

^5)=о,
*W=0,
^7)=о,

*w =0, ..

,Г=о, ..

уГ=о, ..

., «Г+1)=о,

., уГ+2)=°.

., «Г+3)=о,
Таким образом, в нуль не обращаются только те производные, порядок

которых кратен четырем.

Подставляя найденные значения производных в ряд Маклорена, получаем

решение уравнения

» = 1-^1.2+^.(1. 2). (5-6)-2^.(1.2). (5-6). (9-Ю) + ...

••• + (-1)*Щ[-(1-2)-(5-6)-....[(4*-3)(4к-2)] + ...

С помощью признака Даламбера можно проверить, что этот ряд сходится при

всех значениях х; следовательно, он является решением уравнения.

Если уравнение линейное, то удобнее искать коэффициенты
разложения частного решения по методу неопределенных

коэффициентов. Для этого непосредственно «подставляем» ряд

у
= а0 + а\х + а2х2 И-... И- апхп И-...

в дифференциальное уравнение и приравниваем коэффициенты,
стоящие при одинаковых степенях х в разных частях уравнения.

Пример 2. Найти решение уравнения

у" = 2ху' + 4у,

удовлетворяющее начальным условиям

У|и=0 = 0, У,|.=о = 1.

Решение. Полагаем

у = ао + а\х + а.2Х2 + а^х + ... + апхп + ...

На основании начальных условий находим ао = 0, а\ = 1.

Следовательно,

у = х + а2Х2 + азх3 + • •. + о.пхп + ...
,

у' = 1 + 2а2х + За3х2 + •. • + папхп~1 + ...

,

у" = 2а2 + 3 • 2а3х + ... + п (п - 1) апхп~2 + ...

Подставляя написанные выражения в заданное уравнение и приравнивая

коэффициенты при одинаковых степенях ж, получаем:

2а2 = 0, откуда а2 = 0,

3 • 2а3 = 2 + 4, откуда а3 = 1,

4 • За4 = 4а2 + 4а2, откуда 04 = 0,

п(п- 1)ап = (п- 2) -2ап_2 +4ап_2, откуда an = ^_ t ,
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Следовательно,

2.1 2-
*

„-21-1 „
_ 2_1 я_1 я

_ (fc-1)! _
1

аъ ~ — ~

2!'
а? ~ ~~6~~

~

3!'
ад ~

4!'
'' *

' a2fc+1 ~ 2*
~

Ш'
* * *

'

а4 = О, аб = 0, ...

, a2fc = 0, ...

Подставляя найденные коэффициенты, получаем искомое решение:

Полученный ряд сходится при всех значениях х.

Заметим, что найденное частное решение можно выразить через элементар-
о

ные функции: вынося х за скобку, получим в скобках разложение функции ех~.

Следовательно,
2

у
= хех~.

§ 23. Уравнение Бесселя

Уравнением Бесселя называется дифференциальное уравнение

вида

х2у" + ху' + (х2 - р2) у = О (р = const). (1)
Решение этого уравнения, как и некоторых других уравнений

с переменными коэффициентами, следует искать не в форме
степенного ряда, а в виде произведения некоторой степени х на

степенной ряд:
оо

у
= хг^Гакхк. (2)

*=о

Коэффициент ао мы можем считать отличным от нуля ввиду

неопределенности показателя г.

Перепишем выражение (2) в виде

оо

У = ]С аьхГ+к
k=0

и найдем его производные:

оо оо

у' = £(г + к) акхт+к~1, у" = ]>> + к) (г + к - 1) акхг+к~2.
к=0 к=0

Подставим эти выражения в уравнение (1):
оо

х2 ]£(г + к) (г + к - 1) ofcxr+fc-2+

ОО ОО

+ х ]£(г + к) акхт+к~1 +(x2-p2)Y, акхг+к = 0.

к=0

к=0 к=0
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Приравнивая нулю коэффициенты при х в степени г, r + 1, r+ 2,
..., г + &, получаем систему уравнений:

[г (г - 1) + г - р2] а0 = 0, или (г2 - р2) а0 = 0,)
[(r+l)r + (r + l)-p2]ai =0, или [(г + I)2 - р2] ai =0,

[(г + 2) (г + 1) + (г + 2) - р2] а2 + а0 = 0, или [(г + 2)2 - р2] а2 + а0 = О,
(3)

[(r+A:)(r+A:-l)+ (r+A:)-p2]afc+afc-2 = 0, или [(г+ к)2-р2] ак+ак_2 = О,

Рассмотрим равенство:

[(r + fc)2-p?]afe + afc-2=0. (3')

Его можно переписать так:

[(г + к - р) (г + к + р)] ак + ак-2 = 0.

По условию ао Ф 0; следовательно,

г2-р2 = 0,

ПОЭТОМУ 7*1 = р ИЛИ Г2 = —р.

Рассмотрим сначала решение в случае г\ = р > 0.

Из системы уравнений (3) последовательно определяются все

коэффициенты ai, аг, ...; ао остается произвольным. Положим,
например, ао = 1. Тогда

—

_

flfc-2
a*~

k(2P + k)'

Придавая различные значения fc, найдем:

а\ = 0, аз = 0 и, вообще, a2m+i = 0,

0,2 =
~

2(2р + 2)
' а4 =

2-4(2р + 2)(2р + 4)
' * * * ' (4)

/i\i/+l 1
2и У > 2-4.6.....2i/(2p + 2)(2p + 4)...(2p + 2i/)

' '"

Подставляя найденные коэффициенты в формулу (2), получим:

У1=хР[1-2ЩТ) +

+
2-4(2р + 2)(2р + 4)

~

2.4-6(2р + 2)(2р + 4)(2р + 6)
+ * * \| * '5)

Все коэффициенты o^v определятся, так как при всяком к

коэффициент при ак в уравнении (3)

(Г1+к)2-Р2

будет отличен от нуля.

Таким образом, у\ является частным решением уравнения (1).
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Установим далее условия, при которых и при втором корне

7*2 = —

р определятся все коэффициенты а&. Это будет, если при

любом целом четном положительном к выполняются неравенства

(r2 + fc)2-p2#0, (6)
ИЛИ

Г2 + к ф р.

Но р = т\, следовательно,

г2 + к ф п.

Таким образом, условие (6) в этом случае эквивалентно

следующему:

П-г2ф к,

где к— целое четное положительное число. Но

П = р, г2 = -р,

следовательно,

г\ -г2 = 2р.

Таким образом, если р не равно целому числу, то можно

написать второе частное решение, которое получается из выражения

(5) заменой р на —

р:

2/2 =х
р [l 2!_
Г 2(-2Р + :2)

^

2-4(-2р + 2)(-2р + 4)

~

2-4.6 (-2р + 2) (-2р + 4) (-2р + 6)
+ * * \| * '5 '

Степенные ряды (5) и (5') сходятся при всех значениях х,
что легко обнаружить на основании признака Даламбера. Также
очевидно, что у\ и у2 линейно независимы*).

Решение у\, умноженное на некоторую постоянную, называется

функцией Бесселя первого рода р-го порядка и обозначается
символом Jp. Решение у2 обозначают символом J_p.

Таким образом, при р, не равном целому числу, общее решение
уравнения (1) имеет вид

y = dJp + C2J-p.

*' Линейная независимость функций проверяется следующим образом.
Рассмотрим отношение

х2 -4

1-о/ п ■ оч +■
У2

=
-2р 2(-2р + 2)"2-4(-2р + 2)(-2р + 4)

-"

2/1
г _

х2 х±
2(2р + 2)

+
2-4(2р + 2)(2р + 4)

"'

Это соотношение не является постоянным, так как при х —► 0 оно стремится
к бесконечности. Следовательно, функции yi и у2 линейно независимы.
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Так, например, при р = 1/2 ряд (5) будет иметь вид

дД/2 [l _ *L + *4 *6 . 1
2-43-5 2-4-6-3-5-7

_

1

у/~Х

Это решение, умноженное на постоянный множитель ^/2/7г,
называется бесселевой функцией 7х/2; заметим, что в скобках стоит

ряд, сумма которого равна sinx. Следовательно,

Ji/2(s) = t/^ sinx-

Точно так же, пользуясь формулой (5'), получим:

J-1/2(X) = J ^ COSX.

Общий интеграл уравнения (1) при р=1/2 будет:

У = CiJ1/2 (х) + С2 J-1/2 (»).

Пусть, далее, р есть целое число, которое обозначим через
п (п ^ 0). Решение (5) в этом случае будет иметь смысл и

является первым частным решением уравнения (1).
Но решение (5') не будет иметь смысла, так как один из

множителей знаменателя в разложении обратится в нуль.

При целом положительном р = п бесселева функция Jn
определяется рядом (5), умноженным на постоянный множитель

^г^т (а
при п = 0 умноженным на 1):

Jn (X) = 2^Т [1
-

2(2п + 2)
+

2-4(2п + 2)(2п + 4)~

2 • 4 • 6 (2п + 2) (2п + 4) (2п + 6)
ИЛИ

i/=0

Можно показать, что второе частное решение в этом случае

нужно искать в форме
оо

Кп (х) = Jn (x) In х + х~п ^2 Ььхк •

к=0

Подставляя это выражение в уравнение (1), мы определим

коэффициенты bk .

Функция Кп (х) с определенными таким образом
коэффициентами, умноженная на некоторую постоянную, называется функцией
Бесселя второго рода п-го порядка.
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Это есть второе решение уравнения (1), образующее с первым

линейно независимую систему.

Общий интеграл будет иметь вид

y
= ClJn(x)+C2Kn(x). (8)

Отметим, что

lim Кп (х) = оо.

Следовательно, если мы хотим рассматривать конечные решения

при х = 0, то в формуле (8) мы должны положить С2 = 0.

Пример. Найти решение уравнения Бесселя при р = О

у" + ^у'+У = 0,

удовлетворяющее начальным условиям: при х = О

у
= 2, у' = 0.

Решение. На основании формулы (7) находим одно частное решение:

;o(I)=Sef® =1-(#(f) +(#(f) -(3o*(f)+-
Пользуясь этим решением, можно написать решение, удовлетворяющее

данным начальным условиям, а именно:

у = 2Jo (x).

Замечание. Если бы нам нужно было найти общий интеграл данного

уравнения, то мы стали бы искать второе частное решение в форме
оо

Ко (х) = Jo (х) \пх+ ^ bkxk.
fc=0

Не приводя всех вычислений, укажем, что второе частное решение, которое

мы обозначим Ко (х), имеет вид

^(x) = 7oW.nx+|i-^(f)4(l + l)+^L_(|)6(l+i + i)--.
Эта функция, умноженная на некоторый постоянный множитель, называется

функцией Бесселя второго рода нулевого порядка.

§ 24. Ряды с комплексными членами

Рассмотрим последовательность комплексных чисел z\, z2, ...

..., znj ..., где zn = ап + ibn (n = 1, 2, ...).
Определение 1. Комплексное число zq = a + ib называется

пределом последовательности комплексных чисел zn = an+ibn,
если

lim | zn-го |=0. (1)

Напишем условие (1) в развернутом виде:

zn - z0 = (ап + ibn) - (а + ib) = (an-a)+i (bn - 6),

lim | zn - z0 | = lim y/ (o„ - a)2 + {bn - b)2 = 0. (2)
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На основании равенства (2) следует, что условие (1) будет
выполняться только тогда, когда будут выполняться условия:

lim an = a, lim bn = b. (3)
п—*оо п—юо

Составим ряд из комплексных чисел

wi + w2 + ... + wn + ...

, (4)

где

wn=un + ivn (n = 1, 2, ...).

Рассмотрим сумму п членов ряда (4), которую обозначим через sn:

sn = wi + w2 + ... + wn, (5)

sn есть комплексное число:

sn= (X^) +M 12v4- (6)

Определение 2. Если существует предел

lim sn = s = A + iB,
n—► oo

то ряд (4) называется сходящимся рядом и 5 называется

его суммой
оо

s = ^r,wk=A + iB. (7)
fc=i

На основании равенств (3) из условия (6) следуют равенства
п п

А= lim Y^Uk, B= lim У\*. (8)
п—юо ^-^ п—юо ^-^

fc=l fc=l

Если не существует limsn, то ряд (4) называется расходящимся.
Для исследования сходимости ряда (4) эффективной является

следующая теорема.

Теорема 1. Если сходится ряд, составленный из модулей
членов ряда (4),

I wi I + I w2 | + ... + | wn I + ...
,

где \wn\ = y/u2n + v2n , (9)
то сходится ряд (4).
Доказательство. Из сходимости ряда (9) и условий

I Un | < VUl + V* =\wnl | Vn | ^ \/Ul + Vl =\wn\

следуют равенства (8) (на основании соответствующей теоремы
об абсолютной сходимости рядов с действительными членами), а

следовательно, равенство (7).
Доказанная теорема позволяет применять для исследования

сходимости рядов с комплексными членами все достаточные признаки

сходимости рядов с положительными членами.
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§ 25. Степенные ряды с комплексным переменным

Перейдем теперь к рассмотрению степенных рядов с

комплексными членами.

Определение 1. Ряд

Со + CiZ + C2Z2 + . . . + CnZn + . . .

, (1)

где z = x + iy— комплексная переменная, х и у
—действительные

числа, сп — постоянные комплексные или действительные числа,
называется степенным рядом с комплексным переменным.

Для степенных рядов существует теория, аналогичная теории

степенных рядов с действительными членами.

Определение 2. Совокупность значений z на плоскости

комплексного переменного, при которых ряд (1) сходится, называется

областью сходимости степенного ряда (1) (при каждом

конкретном значении z ряд (1) превращается в числовой ряд с

комплексными членами типа (4) § 24).
Определение 3. Ряд (1) называется абсолютно сходящимся,

если сходится ряд, составленный из модулей его членов,

\c0\ + \c1z\ + \c2z2\ + ... + \cnzn\ + ... (2)

Приведем без доказательства следующую теорему.

Теорема 1. Область сходимости степенного ряда с

комплексными членами (1) есть круг на плоскости комплексного

переменного z с центром в начале координат. Его называют кругом

сходимости. В точках, лежащих внутри круга сходимости, ряд (1)
сходится абсолютно.

Радиус круга сходимости R называют радиусом сходимости
степенного ряда. Если R—радиус сходимости степенного ряда (1),
то пишут, что ряд сходится в области

\z\<R.

(Аналогично вопросу о сходимости степенного ряда с

действительным переменным на концах интервала вопрос о сходимости ряда

в точках границы | z \ = R решается дополнительным

исследованием.) Заметим, что в зависимости от характера коэффициентов сп

радиус сходимости R может иметь любое значение от R = О до
R = оо. В первом случае ряд сходится только в точке z — О, в

последнем случае ряд схйдится при любом значении z.

Напишем равенство

/ (z) =с0+ ciz + c2z2 + ... + cnzn + ... (3)

Если z будет принимать различные значения внутри круга

сходимости, то функция / (z) будет принимать различные значения.

Таким образом, каждый степенной ряд с комплексным переменным

определяет внутри круга сходимости соответствующую функцию
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комплексного переменного. Это аналитическая функция
комплексного переменного. Приведем примеры функций комплексного

переменного, определенных степенньими рядами с комплексным

переменным.

1) e* = l + z + f + § + ... + £ + ... (4)

Это показательная функция комплексного переменного. Если

у = О, то формула (4) превращается в формулу (2) § 17. Если х = О,
то получаем равенство (1) §18.

2) sinz = z-f + £-£ + ... (5)

Это синус комплексного переменного. При у = 0 формула (5)
превращается в формулу (1) § 17.

3) cosz = l- £ + £-£ + ... (6)

Это косинус комплексного переменного. Если в формуле (4)
справа и слева вместо z подставить iz, то аналогично тому, как

это делалось в § 18, получим:

егг = cos z + г sin 2. (7)

Это формула Эйлера для комплексного z. Если z—

действительное число, то эта формула совпадает с формулой (2) § 18.

4) shz = z+f + § + ... (8)

5) chz = l + g + ^ + g + ... (9)

Последние две формулы аналогичны формулам (5) и (6) § 17 и

с ними совпадают, если z — x—действительное число.

На основании (4), (5), (6), (8) и (9) путем сложения, вычитания

рядов, замены z на iz получаются следующие равенства:

е2 = chz + shz, (10)

e-2=chz-shz, (11)

ch2=ei±JCi, 8hz=sL=fL, (12)

cos iz=
e~Z+eZ

, sin iz=
e~Ъ

~{e* . (13)

Отметим, что ряды (4), (5), (6), (8), (9) сходятся при всех

значениях z, в чем легко убедиться на основании теоремы 1 §24.
Аналогично тому, как это делалось в случае степенных рядов

действительного переменного, рассматриваются ряды
комплексного переменного по степеням (z—zo), где zo—некоторое комплексное

число:

со + ci(z - z0) +c2{z- z0)2 + ... + c„ (z - z0)n + ...

, (14)
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сп
— комплексные или действительные постоянные. Ряд (14)

приводится к виду (1) подстановкой z — zq = z*. Все свойства и

теоремы, справедливые для ряда вида (1), переносятся на ряд

вида (14), только центр круга сходимости ряда (14) находится не

в начале координат, а в точке zq.

Если R—радиус сходимости ряда (14), то пишут: ряд сходится

в области

\z-z0\<R.

§ 26. Решение дифференциального уравнения

первого порядка методом последовательных приближение
(метод итераций)

В §§32-34 гл. XIII были рассмотрены приближенное
интегрирование дифференциальных уравнений и систем дифференциальных
уравнений разностными методами. Здесь мы изложим другой
метод приближенного интегрирования дифференциального уравнения.

Отметим, что данное рассмотрение одновременно явится

доказательством теоремы о существовании решения дифференциального
уравнения (см. §2 гл. XIII). Нам потребуется использовать теорию

рядов.

Пусть требуется найти решение дифференциального уравнения

£ = /<*,»). а)

удовлетворяющее начальному условию

у = у0 при х = х0. (2)

Интегрируя члены уравнения (1) в пределах от хо до х и учитывая,
что у\х=Хо = 2/о, получаем:

X

V=f(x, y)dx + y0. (3)

В последнем уравнении искомая функция у находится под знаком

интеграла, и потому это уравнение называется интегральным

уравнением.

Функция у = у(х), удовлетворяющая уравнению (1) и

начальным условиям (2), удовлетворяет уравнению (3). Очевидно, что

функция у = у(х), удовлетворяющая уравнению (3), удовлетворяет

уравнению (1) и начальным условиям (2).
Рассмотрим сначала метод получения приближенных решений

уравнения (1) при начальных условиях (2).
Будем считать уо нулевым приближением решения. Подставляя

в подынтегральную функцию в правой части равенства (3) вместо
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у значение уо, получим:

х

2/10*0 = / /(я, Уо)dx + 2/0. (4)

Это есть первое приближенное решение дифференциального
уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям (2).

Подставляя первое приближение yi(x) в подынтегральную
функцию равенства (3), получаем:

X

2/2 {х)= f [x, yi{x)] dx + yo. (5)
х0

Это второе приближение. Продолжаем этот процесс:

X

2/з (х)= f [x, 2/2 (x)] dx + yo,

х

Уп (ж) = / / [х, Уп-i (х)] dx + yo,

(6)

Хо

О том, какое приближение нужно взять, чтобы оно

удовлетворяло требованиям нужной нам точности, будет указано ниже.

Пример. Найти приближенное решение уравнения у' = х + у2,
удовлетворяющее начальному условию уо = 1 при х = 0.

Решение. По формуле (4) получаем:

У\ = f(x + l)dx + l = З^+ж + 1,2
о

2П
/*»0 Т* Т* Т*

и т.д.

§ 27. Доказательство существования решения

дифференциального уравнения. Оценка погрешности

при приближенном решении

Докажем далее следующую теорему.

Теорема. Пусть дано дифференциальное уравнение

£ = /(*,») (1)dx
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и начальные условия

у = Уо при х = х0. (2)

Пусть /(х, у) и fy(x, у) непрерывны в замкнутой области D

D {х0 - а ^ х ^ х0 + а, у0
- Ь ^ у ^ у0 + Ь} (рис. 372). (3)

Тогда в некотором интервале

х0 - / < х < х0 + / (4)

существует решение уравнения (1), удовлетворяющее начальному

условию (2); при этом решение единственно. Число I будет
определено ниже.

Доказательство. Заметим, что из

| (хо>Уо+Ь) того, что /(х, у) и fy(x, у)
непрерывны в замкнутой области -D, следу-

(*о ~а>Уо)! (*»Уо)
i [

-\(х0+а,у0) ет, что существуют такие постоянные

\(*о>Уо -Ь)

М > 0 и N > О, что для всех точек

области выполняются соотношения

Рис. 372.
|/(*,у)|^М, (5)

\fy(x,v)\^N. (6)

(Это свойство аналогично свойству, указанному в § 10 гл. II.) Число
I в равенстве (4) — наименьшее из чисел а и -^, т.е.

I = min (a, jj) . (7)

Применим теорему Лагранжа к функции / (х, у) для двух

произвольных точек А\(х; у\) и Лг (х; 2/2), принадлежащих области D:

f(x,y2)-f(x, 2/1) = /^(ж, 77) (у2 -j/i),

где ух < г] < у2, следовательно, | /у(х, 7?) | ^ ЛГ. Поэтому для
любых двух точек справедливо неравенство

\f(x,y2)-f(x,y1)\<N\y2-y1\*l (8)

*' Заметим, что если для некоторой функции F (у) удовлетворяется условие

\F(y2)-F(yi)\^K\y2-yi\,

где у2 и у\ —любые точки некоторой области, К— постоянное число, то это

условие называется условием Липшица. Таким образом, установив соотношение (8),
мы показали, что если функция /(я, у) имеет производную -J-, ограниченную

в некоторой области, то она в этой области удовлетворяет условию Липшица.

Обратное утверждение может оказаться неверным.
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Вернемся к равенству (4) § 26. Из него получаем с учетом равенств

(5), (4), (7)

IУ1 ~ Уо I =

X X

/ /(х, y0)dx\ ^ /yo)dx\ ^ / Мdx = М | х - х0 | ^ Ml ^ 6. (9)

Итак, функция у = У\(х), определенная равенством (4) §26 на

отрезке (4), не выходит из области D.

Перейдем теперь к равенству (5) §26. Аргументы функции
/[х, у\(х)] не выходят из области D. Следовательно, можем

написать

12/2 - 2/о | =
х

J f[x,yx(x)\ dx ^М|х-х0| ^Ml^b. (10)

Методом полной индукции можно доказать, что для любого п

\Уп~Уо\ <Ь, (И)
если х принадлежит интервалу (4).
Докажем теперь, что существует предел

lim yn(x) =у(х), (12)

и функция у(х) удовлетворяет дифференциальному уравнению (1)
и начальному условию (2). Для доказательства рассмотрим ряд

2/о + (2/1 - Уо) + (2/2 - 2/i) + • • • + (2/n-i - 2/n-2) + (Уп - 2/n-i) + ... (13)
с общим членом ип=уп

—

уп-\, при этом щ = 2/о- Очевидно, что

сумма п +1 членов этого ряда равна

Sn+i =Y^Ui =Уп-

г=0

Оценим члены ряда (13) по абсолютной величине:

12/1 - 2/о I = / /(х, y0)dx
Хо

^ М\х
—

х0 |.

(14)

(15)

На основании (4), (5) §26 и (6) находим

X X

13/2 — 2/i I = [f(x, yi)-f(x, y0)]dx\ = / f'y(x,m)(y2-yi)dx €

Xq

X

^ ±N I M | x
-

x0 | dx = AT
у | x - x0 |
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(знак + берется, если хо < #, а знак —, если хо > х). Итак,

12/2-2/il^M^lx-xol2. (16)

Аналогично с учетом (16)
X X

12/з - 2/2 | = / [/ (ж, 2/2) - / (ж, 2/i)] dx\ = \l fy(x, r)2) (y2 ~ yi)dx\ ^

Хо Хо

X

^ ±NJ™\x-Xofdx = MT^\x-x0\3. (17)
х0

Продолжая так и далее, найдем

I Уп - Уп-i | ^ М ^Zi | х - хо |п. (18)

Таким образом, для интервала | х —

хо | < / функциональный
ряд (13) мажорируем. Соответствующий числовой ряд с

положительными членами, которые больше абсолютных величин

соответствующих членов ряда (13), будет

Уо + М/ + М^ +М^ + ... +М^+ ... (19)

туп—1/п
с общим членом vn = М j—. Этот ряд сходится, что легко

обнаруживается по признаку Даламбера:

lim -На- = lim
„w

n*
t
= lim ^ = 0 < 1.

(n-1)!

Итак, ряд (13) мажорируем, следовательно, он сходится. Так как

члены его являются непрерывными функциями, то он сходится

к непрерывной функции у(х). Итак,
lim 5n_i = lim yn =y(x), (20)
п—»оо п—юо

где у(х) — есть непрерывная функция. Эта функция удовлетворяет
начальному условию, так как для всех п

Уп(хо) =2/о-

Докажем, что полученная функция у(х) удовлетворяет
уравнению (1). Снова напишем последнее из равенств (6) §26:

X

Уп=Уо+ f(x, yn-i)dx. (21)

Докажем, что * Хо *

lim / / [х, yn-i(x)] dx= f (x, у) dx, (22)
п—оо J J

Хо Х()

где у(х) определена равенством (20).
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Предварительно заметим следующее. Так как ряд (13)
мажорируем, то из (20) следует, что для всякого е > 0 найдется такое п,
что будет

\У-Уп\<е. (23)

С учетом (23) на всем интервале (4) можем написать

XX X

f(x,y)dx- f (x, yn) dx\^±\f(x,y)-f (x, yn) | dx ^

Xq Хо XQ
X

^ ± / N | у - уп | dx ^ Ne | x - х0 |.
Хо

Но lim e = 0. Следовательно,
п—»оо

X X

lim f(x,y)dx- f(x,yn)dx
n-юо у У

= 0.

Хо Хо

Из последнего равенства следует равенство (22).
Теперь, переходя в обоих частях равенства (21) к пределу при

п —► оо, получим, что у(х), определенное равенством (20),
удовлетворяет уравнению

X

У = Уо+ I f{x, y)dx. (24)
Хо

Как указывалось выше, отсюда следует, что найденная функция
у(х) удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) и

начальному условию (2).
Замечание 1. Пользуясь другими методами доказательства,

можно утверждать, что существует решение уравнения (1),
удовлетворяющее условиям (2), если функция f (х, у) непрерывна
в области D (теорема Пеано)*).
Замечание 2. Приемом, аналогичным тому, которым было

получено соотношение (18), можно показать, что погрешность при

замене решения у(х) его n-м приближением уп, дается формулой

\у-у |< NnM
It x.An+1 <

MNnln+l
(25)

Пример. Применим эту оценку для пятого приближения у$ решения

уравнения

у' = х + у2

при начальном условии уо = 1 при х = 0.

*) См., например, книгу Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных

дифференциальных уравнений.— М.: Наука, 1970.
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Пусть область D такова:

£»{-l/2^x^l/2, -l^y^l},

т.е. а = 1/2, 6=1. Тогда М = 3/2, N = 2. Определяем, далее,

По формуле (25) получаем: л

|У-Ув|< 26!
2

=Ш-

Заметим, что оценка (25) довольно грубая. В рассмотренном примере другими

методами можно показать, что погрешность в десятки раз меньше.

§ 28. Теорема единственности решения

дифференциального уравнения

Докажем далее следующую теорему.

Теорема. Если функция f (х, у) непрерывна и имеет

непрерывную производную -тг- в области D, определенную в §27, то

решение дифференциального уравнения

£ = /(*.») а)

при начальных условиях

У = 2/о при х = х0 (2)

единственно, т. е. через точку (х0; уо) проходит единственная

интегральная кривая уравнения (1).
Доказательство. Допустим, что существует два решения

уравнения (1), удовлетворяющие условиям (2), т.е. две кривые,

выходящие из точки А(хо;уо): у(х) и z(x). Следовательно, обе эти

функции удовлетворяют уравнению (24) §27:
X X

У = Уо + / / (ж, у) dx, z = y0+ f (х, z) dx.

X{) 10

Рассмотрим разность
x

y(x)-z (x) = J[f (x, y) - f (x, z)) dx. (3)
X()

Преобразуем подынтегральную разность по формуле Лагранжа с

учетом неравенства (6) §27:

f{x,y)-f(xtz) = ?t&£(v-z). (4)
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Из этого равенства получаем

\f(x,y)-f(x,z)\^N\y-z\. (5)
На основании (3) с учетом (5) можем написать неравенство

X X

\y-z\ = y%ij-(y-z)dx^±jN\y-z\dx. (6)
Х0 Хо

Рассмотрим такое значение х, чтобы |х — хо \ < jt
. Для

определенности будем считать, что хо < х, для случая х < х0 доказательство
аналогично.

Пусть наибольшее значение | у — z | на интервале х — хо < jt

принимается при х = х* и равно А. Тогда неравенство (6) для

точки х* принимает вид:

х*

А ^ N f A dx = NX (x* - х0) < N\± < A,

ИЛИ хо

А< А.

При допущении существования двух различных решений пришли
к противоречию. Следовательно, решение единственно.
Замечание 1. Можно показать, что решение будет

единственным при меньших требованиях на функцию f(x,y). См.,
например, книгу: Петровский И. Г. Лекции по теории обыкновенных

дифференциальных уравнений.— М.: Наука, 1970.

Замечание 2. Если функция / (х, у) имеет неограниченную

частную производную -J- в области, то могут существовать

несколько решений, удовлетворяющих уравнению (1) и начальным

условиям (2).
Действительно, рассмотрим уравнение

у' = Зх tfy
с начальным условием

у
= 0 при х = 0.

Здесь -ф = ху~2/3 —► оо при у —> 0.

В этом случае существуют два решения уравнения (7),
удовлетворяющие начальному условию (8):

у = 0, у = х3.

В том, что эти функции есть решения уравнения (7), убеждаемся
непосредственной подстановкой их в уравнение. Через начало

координат проходят две интегральные кривые (рис. 373).
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Упражнения к главе XVI

Написать несколько первых членов ряда по данному общему члену:

(2п)!
Un

1. Un -

1
"

n(n + l)
'

+ 1 - \П?

2.

тт.

Un =
n3

n + 1
. 3. «» = £%. 4. ^, = (_!)»+!*. 5.

' '■*"* '*
T).'c

Исследовать сходимость следующих рядов:

„12 3 п л

2
+

22
+ 23+'"+2^+" Сходится.

1 1 1 1
^

Н— Н—-— + ... Н—== + ... Отв. Расходится.
л/То" у/20 \/И0

'"

\/Т0п

« л
3 4 п+1

8. 2 Н 1 h-.-H h ... Отв. Расходится.
2 3 п

9- w+w+"-+щ+-0тв-Расходится-
10-

5
+ (1)4 + (!)9 + -+(^Тт)П +"- 0тв' Сходится'

,,1234 п л
11. —| 1 1 I-...H—^ h • • • Отв. Расходится.

2 5 10 17 п2 + 1

,л
1 1 1 1 1

^

12. - Н 1 1 h • •. Н ~ + ... Отв. Сходится.
2 5 10 17 1+п2

Исследовать сходимость рядов с заданными общими членами:

13. un = —-. Отв. Сходится. 14. un = ,, . Отв. Расходится. 15. ип
п3 3^

2 1 + 71
. Отв. Расходится. 16. ип =

« • Отв. Расходится. 17. ип
Ъп +1

' ' '

3 + п2

= —
. Отв. Сходится. 18. ип-\ = — . Отв. Расходится.

пг + 2п + 3 n Inn

,л гт ,11 1
, / ,ч

1 1 1
19. Доказать неравенство 1-\ 1 h ... Н— > In (n + 1) > —| h ... Н .

23 п 23 п + 1

20. Применима ли теорема Лейбница к ряду

1111 1 1 о
1 |- -| 1- ?

VY-i VJ + 1 \/з"-1 VJ + i y/n-i y/ir + i

Отв. Неприменима, так как члены ряда не убывают монотонно по абсолютной

величине. Ряд расходится.

Сколько первых членов надо взять в рядах, чтобы сумма их отличалась не

более чем на Ю-6 от суммы соответствующего ряда:

21. - - -4 + -4 - 4г +... + (-l)n+1 — + ... Отв. п = 20.
2 22 23 24

v
2n

22. I_I + I_I+... + (-i)»I+... Отв. 71=106.
2 3 4 5 71

23. i--i- + i--i- + ... + (-l)»-L+... Отв. 71=103.
22 З2 42 52

V ;
п2

24. + + ... + (-1)п — + ... Отв. 71 = 10.

2 23234 23-45
V '

п!
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Выяснить, какие из нижеследующих рядов сходятся абсолютно:

25- 1 ~
р

+ ^ - ^ +
р

+ ••• + (-1)и+1 (2wl.1)a + •- Ome. Сходится

абсолютно.

26. — + -• — —

... + ( — l)n+1 — • h • • • Отв. Сходится абсолютно.
2 2 22 3 23

V '
n 2»

27. —— - —— + —— - —— + ... + (-1)п h • • • Отв. Сходится условно.
In 2 In 3 In 4 In 5 Inn

111 (-l)n
28. -1 + -rz=

-

-T7= + -57=
-

• • • + r

'

+ • • • Отв. Сходится условно.
у2 уЗ v4 yn

Найти сумму ряда:

1 1 1 1
29. 1 h ... Ч h . •. Отв. -

.

1-2-3 2-3-4 n(n + l)(n + 2) 4

При каких значениях х сходятся ряды:

31. х- — + — - — + •..+ (-l)n+1 -о+... Ome. -l^x^l.
22

^

32 42
v

n2

32. Зх + 34х4+39х9 + ... + Зп2хп2 +... Отв. | ж | < 1/3.

00 ,
ЮОх ЮОООх2 ЮОООООх3

33. 1 Н 1 1 \-... Отв. -оо < х < оо.
1-3 1-3-5 1-3-5-7

34. sin х + 2 sin —h 4 sin —h ... + 2n sin h ... Отв. —оо < х < 00.

3 9 3n

35. ^-f= + —^—=+... + —^—==+... Отв. -1 ^ x < 1.

1 +VT 2 + >/T n + v^
2fc 3fc nfc

36. x H x2 H x3 + ... H xn + ... Отв. -оо < х < 00.

2! 3! n!

37. x + -^ x2 + -4 x3 + ... + — xn + ... Отв. -e < x < e.

22 33 nn

22
9 (1-2-3)2 (n!)2 л

38. x + — x2 + - —— x3 + ... + y—Z- xn + ... Отв. -4 < x < 4.

39. Найти сумму ряда х + 2х2 + ... + пхп + ... (| х | < 1). Отв. х/(1 - х)2.

Определить, какие из нижеследующих рядов мажорируемы на указанных

отрезках:

40. 1 + ^г + — + ... + — + ... (О ^ х ^ 1). Отв. Мажорируем.

41. 1 Н 1 1 h ... Н h ... (O^x^l). Ome. He мажорируем.
12 3 п

лл
sinx sin2x sin3x sinnx .

_ , _. __

42. —— + —-г— + —r^— + ... + «-+... [О, 2тг]. Отв. Мажорируем.
I2 22 З2 п2

Разложение функций в ряды

— по стег

-х

Отв. Сходится при —10 < х < 10.

43. Разложить по степеням х и определить интервал сходимости.

10 + х
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44. Разложить cos х по степеням (х — 7г/4).
л

1 1 / 7Г\ 1 / 7Г\2 1 / 7Г\3

X2 X3
45. Разложить е х

по степеням х. Отв. 1 — х Н - + ...

2! 3!

46. Разложить ех по степеням (х — 2).
2 2

Отв. е2 + е2 (х - 2) + ||- (х - 2)2 + |- (х - 2)3 + ...

47. Разложить х3 — 2х2 + 5х — 7 по степеням (х — 1).
Отв. -3 + 4(х-1)+(х-1)2+(х-1)3.

48. Разложить многочлен х10 + 2х9 — Зх7 - 6х6 + Зх4 + 6х3 - х - 2 в ряд

Тейлора по степеням х — 1; убедиться, что этот многочлен имеет число 1

трехкратным корнем. Отв. /(х) = 81(х-1)3+270(х-1)4+405(х-1)5+351(х-1)6 +
+189 (х - I)7 + 63 (х - I)8 + 12 (х - I)9 + (х - I)10.

49. Разложить cos (x + а) по степеням х.

X2 X3 X4
Отв. cos а — х sin а cos а -\ sin а-\ cos а — ...

2! 3! 4!

50. Разложить 1пх по степеням (х — 1).

-1)4+...

(X + 2)п

Отв. (х - 1) - - (х - I)2 + i (х - I)3 - - (х - I)4 + ...

51. Разложить ех в ряд по степеням (х + 2). Отв. е
2

52. Разложить cos2 х в ряд по степеням f х J.

0тв. s+j^-ir (v2n_t; d.Koo).

53. Разложить — в ряд по степеням (х + 1).
х2

Отв. §(п + 1)(х + 1)п (-2<х<0).
п=0

1+Е

54. Разложить tgxe ряд по степеням f x J.

Отв. 1 +2 (х- -) +2 (х- -) +...

Написать первые четыре члена разложения в ряд по степеням х функций:
х3 2х5 17х7 / х2

55. tgx. Отв. х + — + + + ... 56. ecosx. Отв. el- —+Ъ
3 15 315 V 2!

+^i""w"■•■)• 57-earctgx- 0тв- 1+х+т-у-^+--- 58-1п(1+еХ)-

Отв. 1п2+- + —-— +... 59. esinx. Отв. 1+х+ —-— + ... 60. (1+х)х.
2 8 192 2 8

х 5 х 5х

Отв. 1+х2 h-x4-... 61. sec х. Отв. Ц 1 \-... 62. lncosx.
2 6 2 24

х2 х4 х6
Отв. ...

2 12 45

««т, • , ^ (М3 (^)5 (кхУ ,

63. Разложить sin кх по степеням х. Отв. кх — 1 — — h • • •
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64. Разложить sin2 я по степеням х и определить интервал сходимости.

2х2 23х4 25х6
, ч t

22п~1х2п
Отв. 1 ... + (-l)n_1 h ...

2! 4! 6!
V }

(2n)!
Ряд сходится при всех значениях х.

65. Разложить - в ряд по степеням х. Отв. 1 — х2 + х4 — х6 + ...

1 +хг

66. Разложить arctgx в ряд по степеням х. Указание. Воспользоваться

формулой arctg х = J . Отв. х 1 \-... (—1 ^ х ^ 1).
о 1 + xz 3 5 7

67. Разложить — в ряд по степеням х.

(1 +х)2
Отв. 1-2х + 3х2-4х3+ ... (-1 < х < 1).

Пользуясь формулами разложения в степенной ряд функций ех, sin я, cos ж,

1п(1 + х), (1 + х)т и применяя различные приемы, разложить в степенные ряды

функции и определить интервалы сходимости:

68. shx. Отв. х+ — Н h ... (-00 < х < оо). 69. char. Отв. 1 + — +
3! 5! 2!

X4 1 оо ( — 1)п (2х)2п
+— + ... (-оо < х < оо). 70. cos2х. Отв. 1 + -Е~ /«Л. (1 х 1 < °°).

4! 2 п=1 (2п)!

71. (1 + х)1п(1 + х). Отв. х + £ /~1)WJT (1*1 < !)• 72« (* + *)е~Х-
п=2 (П - 1)П

Отв. 1 + £ (-l)71"1 ^--^хп (-оо < х < оо). 73. —Цг- Отв. £ ^ТГ
п=2 п! 4-х4 „=о 4П"»-1

(\x\<VY). 74. ^—^. Отв. 1 +^+ *-+...+ ^1— + ... (-оо<х<оо).
х 2! 3! п!

1 °° 2х3
75. —

-г. Отв. £(п + 1)хп (Ы < !)• 76- ех sinx. Отв. х + х2 + —- -

(1 - х)г п=о 3!

4II TL1T Т*"'
--1- + ... + V^sin + ... (-оо < х < оо). 77. 1п(х + VI +х2).

5! 4 п!

1 х3 13 х5 .
. l-3-...-(2n-l) x2n+1

, „ ,^1ЧОтв. х ^... + (-1)п 1 L у... ( х ^ 1).
2 3 2-4 5

V }
2пп\ 2п + 1

78. /1П(1+Ж)^х. Отв. £(-!)»+! El (-K х < 1).
0 * п=1 П2

79. / ^^ dx. Отв. £ (-1)"
*****

(-1 < * < 1).
о * п=о (2п + 1)2
COS X оо X

80. / dx. Отв. С + In | х | + £ (-1)п -—-—- (-оо <х<0и0<х<оо).
х п=1 (2п)(2п)!

* dx 2° х9п_8
81. Г . Отв. £ -

.

ol-x9 п=1 9п - 8

82. Доказать равенства:

sin (а + х) = sin а cos х + cos а sin x,

cos (а + х) = cos а cos х
— sin а sin x,

разложив левые части по степеням х.
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Пользуясь соответствующими рядами, вычислить:

83. cos 10° с точностью до 0,0001. Отв. 0,9848. 84. sin 1° с точностью

до 0,0001. Отв. 0,0175. 85. sin 18° с точностью до 0,0001. Отв. 0,3090.
7Г 1

86. sin — с точностью до 0,0001. Отв. 0,7071. 87. arctg - с точностью до 0,0001.
4 5

Отв. 0,1973. 88. In 5 с точностью до 0,001. Отв. 1,609. 89. lg 5 с

точностью до 0,001. Отв. 0,699. 90. arcsin 1 с точностью до 0,0001. Отв. 1,5708.
91. у/Т с точностью до 0,0001. Отв. 1,6487. 92. lge с точностью до 0,00001.
Отв. 0,43429. 93. cosl с точностью до 0,00001. Отв. 0,54030.

Пользуясь разложением в ряд Маклорена функции / (х) = у/ ап + х,

вычислить с точностью до 0,001:

94. v/30_. Отв. 3,107. 95. у/lo. Отв. 4,121. 96. у^бООГ. Отв. 8,367.

97. V1E0. Отв. 3,017. 98. у/М. Отв. 9,165. 99. ¥2. Отв. 1,2598.

Разлагая подынтегральную функцию в ряд, вычислить интегралы:

sin х 1

100. / dx с точностью до Ю-5. Отв. 0,94608. 101. / е~х dx с точно-
о х о

т/4
стью до 0,0001. Отв. 0,7468. 102. / sin(x2)dx с точностью до 0,0001. Отв.

о

°;5 г- °;5 arctg х
0,1571. 103. J е^х Неточностью до 0,01. Отв. 0,81. 104. / — dx с точ-

0 о х

1

ностью до 0,001. Отв. 0,487. 105. /cos y/~x dx с точностью до 0,001. Отв. 0,764.
о

0,25 1 _^_
106. j In (1 + y/~x~)dx с точностью до 0,001. Отв. 0,071. 107. Je 4 dx с точ-

0 о

0,2 sinx
ностью до 0,0001. Отв. 0,9226. 108. / — dx с точностью до 0,0001. Отв.

о vl-i
0,5 дх 1 1пц . х\

0,0214. 109. Г j с точностью до 0,001. Отв. 0,494. 110. Г— dx.
о 1 + я4 о х

Отв. тг2/12.
Указание. При решении этого примера и двух следующих полезно иметь в

виду равенства:

£г п*
~

6
' hi п*

"

12
' hi (2n - 1)2

"

8
'

которые будут установлены в § 2 гл. XVII.

jUn(l-s) л
7Г2 J 1+Xdx 7Г2

111. J
— dx. Отв. —. 112. Jin . Отв. —.

о х 6 о 1 — хх 4

Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью рядов

113. Найти решение уравнения у" = ху, удовлетворяющее начальным

условиям у = 1, у' = 0 при х = 0. Указание. Искать решение в виде ряда.

х3 х6 хзк
Отв. 1 + + + ... + + .. •

2-3 2-3-5-6 2-3-5-6-...-(3fc-l)3fc
114. Найти решение уравнения у" +ху' +у = 0, удовлетворяющее начальным

х3 х5 (-l)n+1x2n_1
условиям у = 0, у' = 1 при ж = 0. Отв. х 1 .. .-\ ^—л

.

3 1-3-5 1-3-5-...- (2п — 1)
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Г х2 х4
1 - Т7 + —Г

-

[ 3! 5!

х6 1
- — + ...

7! J

1

+ С2Х 2
Г х2 х4
1 7 + ~Г[ 2! 4!

х6 1
-

Т7 +•••!
6! J

115. Найти общее решение уравнения

х2у" +ху' + (х2 - ^)у = 0-

Указание. Искать решение в форме у = хр (Ао + j4ix + Л2х2 + ...).
1

Отв. С\хЪ

л
sinx

_,
cosx

= Ci —= + С2 -= .

v/i у/ х

116. Найти решение уравнения ху" -\-у' -\-ху = 0, удовлетворяющее начальным

х2 х4 х6
условиям у = 1, у' = 0 при х = 0. Отв. 1 - — +

^
-

(1 . 2 . 3)2 . 2б
+ '''

x2fc
+ (-1)к - +'"*К }

(fc!)2-22fc
+ '"

Замечание. Два последних дифференциальных уравнения являются

частными случаями уравнения Бесселя

хV + ху' + (х2 - р2) у = 0

при р =
-

и р = 0.

117. Найти общее решение уравнения 4ху" + 2у' + у = 0.

Указание. Искать решение в виде ряда хг (ао + а\х + а2х2 + ...).
Отв. С\ cos у/~х + С2 sin ^ж~.

118. Найти решение уравнения (1 — х2)у" — ху' = 0, удовлетворяющее
начальным условиям: у

= 0, у' = 1 при х = 0.

1 х3 1 3 х5 1 3 5 х7
Отв. х-| 1— • 1— •-• h ...

23 245 2467

119. Найти решение уравнения (1 + х2)у" + 2ху' = 0, удовлетворяющее на-

X X X
чальным условиям у

= 0, у' = 1 при х = 0. Отв. х 1 h ...

3 5 7

120. Найти решение уравнения у" = хуу', удовлетворяющее начальным

условиям у = 1, у' = 1 при х = 0. Отв. 1 + х Н Н — Н — + ...

3! 4! 5!

121. Найти решение уравнения (1 — х)у' = 1 + х — у, удовлетворяющее

начальному условию: у = 0 при х = 0, и указать интервал сходимости полученного

X2 X3 X4
ряда. Отв. х+ —+— +— + ... (-1 < ж < 1).

122. Найти решения уравнения ху" + у = 0, удовлетворяющее начальным

условиям: у
= 0, у' = 1 при х = 0, и указать интервал сходимости. Отв.

1-^ + (^-(^ + --- + (-1)П+1[(п-1)!рп+-- <-~<*<~>
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2
123. Найти решение уравнения у" + — у' +у = 0, удовлетворяющее начальным

х

условиям: у
= 1, у' = 0 при х = 0. Отв. .

х

124. Найти решение уравнения у" Н у' + у = 0, удовлетворяющее началь-
х

ным условиям: у
= 1, у' = 0 при ж = 0, и указать интервал сходимости полу-

х2 х4 х6
,

х2п
ченногоряда. Отв. 1 - — +

^—^
-

^ ^ fi2
+ ... + (-1)"

22та(п|)2
+■■■

(—оо < х < оо).
Найти первые три члена разложения в степенной ряд решений

нижеследующих дифференциальных уравнений при указанных начальных условиях:

4х3
125. у' = х2 + у2, у = 1 при х = 0. Отв. 1 + х + х2 Н h ...

о

126. у" = е* + х, у = 1, у' = 0 при х = 0. Отв. 1 + ^Г + ~Г + • • •

2 6

х2 х3
127. у' = sin у — sinx, у = 0 при х = 0. Отв. — —

...

2 6

Найти несколько членов разложения в степенной ряд решений

дифференциальных уравнений при указанных начальных условиях:

х2 2х3 Зх4
128. у" = уу' - х2, у = 1, у' = 1 при х = 0. Отв. 1+ж+ — + — + — +

14х5

129. у' = у2 + ж3, У = -
при х = 0. Отв. —| х Н х2Н х3 +

2 2 4 8 16

+— х4 + ...

32

11 2
130. у' = х2 - у2, у = 0 при х = 0. Отв. - х3 х7 Н х11 - ...

о I

• У I'll* ^7

зг х 1*

131. у' = х2у2 — 1, у = 1 прих = 0. Отв. 1 — х Н 1 ...

3 2 5

х2 2х3 Их4
132. у' = еу + ху, у = 0 при х = 0. Отв. х Н 1 1 \-...

232-3-4



Глава XVII

РЯДЫ ФУРЬЕ

§ 1. Определение. Постановка задачи

Функциональный ряд вида

Щ- +а\ cos х + 61 sin х Н- а^ cos 2х + 62 sin 2х + ...

,

или более сжато, ряд вида

оо

у + ]P(an cosnx + Ъп sinnx), (1)
п=1

называется тригонометрическим рядом. Постоянные числа ао,

ап и 6П (п = 1, 2, ...) называются коэффициентами
тригонометрического ряда.

Если ряд (1) сходится, то его сумма есть периодическая функция
f (х) с периодом 27Г, так как sin nx и cosnx являются

периодическими функциями с периодом 27г.

Таким образом,
/(*) = /(я+ 2тг).

Подставим следующую задачу.

Дана функция /(х), периодическая с периодом 27г. При
каких условиях для f (х) можно найти тригонометрический ряд,
сходящийся к данной функции?

Эта задача и будет решаться в настоящей главе.

Определение коэффициентов ряда по формулам Фурье. Пусть
периодическая с периодом 27Г функция / (х) такова, что она

представляется тригонометрическим рядом, сходящимся к данной функции
в интервале (—7г, 7г), т.е. является суммой этого ряда:

оо

f(x) = Y + ^(an cosnx + Ъп sinnx). (2)
71=1

Предположим, что интеграл от функции, стоящей в левой части

этого равенства, равняется сумме интегралов от членов ряда (2).
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Это, например, будет выполняться, если предположить, что

числовой ряд, составленный из коэффициентов данного

тригонометрического ряда, абсолютно сходится, т.е. сходится положительный

числовой ряд

\f\ + \ai\ + \bl\ + \a2\ + \b2\ + ... + \an\ + \bn\ + ... (3)

Тогда ряд (1) мажорируем и, следовательно, его можно почленно

интегрировать в промежутке от —7г до 7г. Используем это для

вычисления коэффициента а^.

Проинтегрируем обе части равенства (2) в пределах от — 7г до +7г:

7Г 7Г 7Г 7Г

/ f (x)dx = / ^dx + ^2 ( / ап cosnxdx + bn sinnxdx j.
-7Г -7Г

П=1
-7Г -7Г

Вычислим отдельно каждый интеграл, встречающийся в правой
части:

/ ^-dx = 7га0,

ап sin nx
= о,

= 0.
— 7Г

/ ап cos nx dx = ап / cos nxdx — —

—7Г —7Г

7Г 7Г

/ 6n sin nxdx — Ьп\ sin nxdx = —6n ■

— 7Г —7Г

Следовательно, л

/ /(x)dx = 7гао,

—7Г

откуда л

ао =
± J f№ dx. (4)
— 7Г

Для вычисления остальных коэффициентов ряда нам

потребуются некоторые определенные интегралы, которые мы и рассмотрим

предварительно.
Если пик— целые числа, то имеют место следующие равенства:

если п ф к, то

7Г 7Г

/ cos nx cos kx dx = 0, / cos nx sin kx dx = 0,

j I (i)
/ sin nx sin fcx dx = 0,
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если же п = к, то

7Г 7Г

/ cos2 kx dx = 7Г, / sin kx cos kx dx = 0,

/
(П)

sin2 kxdx = 7Г.

Вычислим, например, первый интеграл из группы (I). Так как

cosnx cos kx = - [cos (n + к) х + cos (n — k) x],
то

7Г 7Г 7Г

/ cosnx cos kxdx =
2 / cos (n + fc) x dx + -z I cos (n — к) х dx = 0.

— 7Г — 7Г —7Г

Подобным образом можно получить и остальные формулы (I)*).
Интегралы группы (II) вычисляются непосредственно (см. гл. X т. I).

Теперь мы можем вычислить коэффициенты а& и 6& ряда (2).
Для разыскания коэффициента а& при каком-либо определенном

значении к ф 0 умножим обе части равенства (2) на cosfcx:

оо

/ (х) cos kx =
y

cos kx + ^(an cos nx cos kx + bn sin nx cos kx). (2')
71=1

Ряд, получившийся в правой части равенства, мажорируем, так как

его члены не превосходят по абсолютной величине членов

сходящегося положительного ряда (3). Поэтому его можно почленно

интегрировать на любом отрезке.
Проинтегрируем равенство (2') в пределах от —7г до 7г:

7Г 7Г

/ f (x) cos kxdx =
у

/ coskxdx+

— 7Г — 7Г

QO
7Г 7Г

+£(*/«« «**+ h./<... с-*.*).
—7Г

— 7Г

Принимая во внимание формулы (II) и (I), видим, что все

интегралы в правой части равны нулю, кроме интеграла с

коэффициентом аь

*) С помощью формул

cos nx sin kx = A [sin (n + fc) x — sin (n — k) x],

sin nx sin /гх = A [— cos (n + k) x + cos (n — /г) х].
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Следовательно,
7Г 7Г

/ / (х) cos kx dx = dk / cos2 кх dx = а&7г,

— 7Г —7Г

7Г

(Ik =
- f (x) coskxdx. (5)

откуда

Умножая обе части равенства (2) на sinfcx и снова интегрируя
от —7г до 7г, найдем:

7Г 7Г

/ / (х) sin kxdx = bk sin2 fcrdx = 6&7Г, (6)
— 7Г — 7Г

7Г

Ьк = - f (x) sin kxdx. (7)
откуда

Коэффициенты, определенные по формулам (4) — (6),
называются коэффициентами Фурье функции /(х), а

тригонометрический ряд (1) с такими коэффициентами называется рядом Фурье
функции /(х).

Возвратимся теперь к вопросу, поставленному нами в начале

параграфа: какими свойствами должна обладать функция, чтобы

построенный для нее ряд Фурье сходился и чтобы сумма

построенного ряда Фурье равнялась значениям данной функции в

соответствующих точках?

Мы сформулируем здесь теорему, которая даст достаточные

условия представимости функции /(х) рядом Фурье.
Определение. Функция /(х) называется кусочно

монотонной на отрезке [а, 6], если этот отрезок можно разбить конечным

числом точек xi, Х2, ..., xn_i на интервалы (a, xi), (xi, хг), ...

..., (xn_i, 6) так, что на каждом из интервалов функция
монотонна, т.е. либо невозрастающая, либо неубывающая.

Из определения следует, что если функция / (х) кусочно
монотонная и ограниченная на отрезке [а, 6], то она может иметь

только точки разрыва первого рода. Действительно, если х = с

есть точка разрыва функции /(х), то в силу монотонности

функции существуют пределы

ton /(*) = /(с-0), ton /(*) = /(с+ 0),
х—*с—0 х—*с-\-0

т.е. точка с есть точка разрыва первого рода (рис. 374).
Сформулируем теперь следующую теорему.
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Теорема. Если периодическая функция f (х) с периодом 2к —

кусочно монотонная и ограниченная на отрезке [—7г, 7г], то ряд
Фурье, построенный для этой функции, сходится во всех точках.

Сумма полученного ряда s (x) равна значению функции f (x) в

точках непрерывности функции. В точках разры- ук
ва функции f (х) сумма ряда равняется

среднему арифметическому пределов функции f (x)
справа и слева, т. е. если х = с — точка

разрыва функции f(x), то

*(*)u=/(c~o):/(c+o)-
Рис. 374.

Из этой теоремы следует, что класс функций, представимых

рядами Фурье, довольно широк. Поэтому ряды Фурье нашли

широкое применение в различных отделах математики. Особенно

успешно ряды Фурье применяются в математической физике и

ее приложениях к конкретным задачам механики и физики (см.
гл. XVIII).
Данную теорему мы приводим без доказательства. В §§8-10

будет дано доказательство другого достаточного признака

разложимости функции в ряд Фурье, который относится в некотором

смысле к более узкому классу функций.

§ 2. Примеры разложения функций в ряды Фурье

Приведем примеры разложения функций в ряды Фурье.

Пример 1. Периодическая функция / (х) с периодом 27Г определена

следующим образом: / (х) = ж, —7г < х ^ 7г.

Эта функция кусочно монотонная и ограниченная (рис. 375). Следовательно,
она допускает разложение в ряд Фурье.

По формуле (4) § 1 находим

а0

■к

if х dx = —
-7г-

7Г 2
:0.

Применяя формулу (5) § 1 и интегрируя по частям, найдем

Q-k

■к

х cos kxdx = —

IT

_sinkx

— 7Г J

sin kx dx :0.

По формуле (6) § 1 находим

bk =
- zsisin kx dx ■■

_cos kx

-7Г J

cos kx dx (-vk+1h

Таким образом, получаем ряд

f(x):
sin ж

_

sin2x , sin3x
_

, /_j\fc+i sinkx _i_
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Рис. 375.

[ГЛ. XVII

-5% -4% -3% -2п -я

^КИЧ/М/К/КИч
0 % 2% 3% 4% 5% х

Рис. 376.

Это равенство имеет место во всех точках, кроме точек разрыва. В каждой

точке разрыва сумма ряда равна среднему арифметическому ее пределов справа и

слева, т. е. нулю.

Пример 2. Периодическая функция / (х) с периодом 27Г определена

следующим образом:
f(x) = —x при

—7Г ^х ^ 0,

f (x) = х при 0 <х ^ 7Г

(т. е. / (х) = | х |) (рис. 376). Эта функция тоже кусочно монотонна и ограничена

на отрезке —7г ^ х ^ 7г.

Определим ее коэффициенты Фурье:
7Г О 7Г

а>0 =
- f(x)dx= - / (-x)dx+ / xdx\ = тг

-7Г О

L I — 7Г J \0 J

_1_
тгк

coskx
+
coskx

к > rife2 (C0S/27T — 1) : u
при к четном,

при к нечетном,

-тг О

= 0.

Таким образом, получаем ряд

/(*) = ?-
cos ж , cos3x , cos Ъх

+ ...+
cos(2p + 1)х

+ ...

I2
^

З2
^

52
^••^

(2р + 1)2
Этот ряд сходится во всех точках, и его сумма равна данной функции.

Пример 3. Периодическая с периодом 27Г функция / (х) определена
следующим образом:

f(x) = — 1 при
— 7Г <х < 0,

/ (х) = 1 при 0 ^х ^ 7Г.
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и* -2тс

/

-тс

-/

10

0 тс

1 х

2п 3%

Рис. 377.

Эта функция (рис. 377) кусочно монотонна и ограничена на отрезке —7г ^ х ^ 7г.

Вычислим ее коэффициенты Фурье:

7Г О 7Г

ao = i f f(x)dx=^J(-l)dx + Jdx^ =0;
— 7Г — 7Г О

О 7Г

afc = Ц [(-1) coskxdx+ fcoskxdxl = -1- ^-М +^

1 I cos кх
к

sinkx
ктг

coskx

0,

при к четном,

Л при к нечетном.

Следовательно, для рассматриваемой функции ряд Фурье имеет вид

^(l-COS,rfc): I"
/<*>=?

sin ж , sin3x , sin5j , , sin(2p + l)x
1

+
3

+
~Т~

+ ••• +
2p + l +'••

Это равенство справедливо во всех точках, кроме точек разрыва.

sri(stojH.Ujf* +4f*)
Рис. 378.

На рис. 378 наглядно показано, как частичные суммы sn ряда все точнее и

точнее представляют функцию / (х) с увеличением п.
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Пример 4. Периодическая с периодом 27Г функция / (х) определена

следующим образом:

/(х) = х2, -7г ^ х ^ 7г (рис.379).

Определим ее коэффициенты Фурье:

CLQ ■ ±/.»* = ±41
7Г 3

О-к

■к

— 1х2 cos kxdx = — —

7Г У - 7Г [
2

sin fcx I
7Г

I

2л1.
з '

х sin kxdx

__2_
7г/г

x cos kx
к

7Г

6^ = — / x sin kxdx = —

к кI —7Г

7Г

+ Т; I COS bdx =

—j [7Г COS &7Г] =
— тг

(ttj-
при /г четном,

—

-j-j при /г нечетном;

■\- т I х cos ^х ^х =

— 7Г

х2 cosfcx

-5я -4я -Зп -2п -я \0 % 2% 3% 4% 5% х

Рис. 379.

Значит, ряд Фурье данной функции имеет вид

2 7г2 >• / cos ж cos2x , cos3x А
1 =T-4V~i ^

+
"^~"' -J'

Так как функция кусочно монотонна, ограничена и непрерывна, то это равенство

выполняется во всех точках.

Полагая в полученном равенстве х = 7г, получим

6 -2-„а-
п=1

Пример 5. Периодическая с периодом 27Г функция / (х) определена
следующим образом:

/ (х) = 0 При
—7Г <Х ^ О,

/ (х) = х при 0 <х ^ 7Г (рис. 380).
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Определим коэффициенты Фурье:

■к -к -к

ао =
± f f(x)dx=±y O-dx + Jxdx] =$%■■
—к — -к О

7Г 7Г

ak =
± fxcoskxdx = ±\х *™кх\* - I [sinkxdxl =

О
°

О

, I* (
_ _1_ coskx

_
)
~~

~

*к к 1о \ о

7Г 7Г

Ьк = I f x sinkxdx = ±\ -

х со*кхГ + ± fcoskxdx] =

о
°

о

= — -^г cos ктг = <

Таким образом, ряд Фурье будет иметь вид

г/^ч _ 7Г 2 / cos ж , cos3x , cos5x , \ , /sin ж sin2x , sin3x Л
/W- 4 ~ъ y^ +

-g-
+
—tf- +') + ^"1 2~+ —3 "•у-

В точках разрыва функции / (х) сумма ряда равна среднему арифметическому
ее пределов справа и слева (т.е. в данное случае числу 7г/2).

Л Л J/I Л Л х

-5п -4% -3% -2п -тс 1 % 2% 3% 4% 5%

при к нечетном,

при к четном;

1/к при к нечетном,

1/к при к четном.

Рис. 380.

Полагая в полученном равенстве х = 0, получаем

^2
~

8 у- 1_

§ 3. Одно замечание о разложении периодической функции
в ряд Фурье

Отметим следующее свойство периодической функции ф (х) с

периодом 27г:

А+2тг

/ ф (х) dx = / ф (х) dx,
-7Г Л

каково бы ни было число А.

Действительно, так как

Ф(а-2тг) = ф(о,
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то, полагая х = f — 27Г, можем написать при любых end:

d d+2n d+2n d+27r

/ip(x)dx= f ip(Z-27r)d£= f ф(0^= f ip(x)dx.
С С+27Г С+27Г С+27Г

В частности, принимая с = —тг, d = А, получим

Л Л+2тг

/ ф (х) dx = / ф (х) dx,

поэтому

А+2тг Л+2тг

/ ф (х) dx = / ф (х) dx + / ф (х) dx + ф (х) dx =

А Л —7Г 7Г

— 7Г 7Г Л 7Г

= / ^ (х) dx + / V> (x) dx + / ^> (х) dx = / V> (х) dx.

Указанное свойство означает, что интеграл от периодической
функции ф(х) по любому отрезку, длина которого равна периоду,
имеет всегда одно и то оюе значение. Этот факт легко

иллюстрируется и геометрически: площади, заштрихованные на рис. 381,
равны между собой.

In -2% -

У

Ш
% (

ж
) 1г 2%

1
3
Д
я 4тР ' 5% X

Х+2п

Рис. 381.

Из доказанного свойства вытекает, что при вычислении

коэффициентов Фурье мы можем заменить промежуток интегрирования

(-7Г, 7г) промежутком интегрирования (А, А + 27г), т.е. можем

положить

А+2тгА+2тг

ао =
- / / (х) dx, ап =

- / / (х) cosnx dx,

л л

А+27Г

Ьп = - / /(х) sin nxdx,

(i)

где А—любое число.
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Это следует из того, что по условию функция / (х) является

периодической с периодом 27г; следовательно, и функции f (x) cosnx,
и f (x) sinnx являются периодическими функциями с периодом 27г.

Покажем на примере, как доказанное свойство упрощает процесс

нахождения коэффициентов в некоторых случаях.

\У

-2тс -тс I я 2% 3% 4% 5% 6п 7% 8%

Рис. 382.

Пример. Пусть требуется разложить в ряд Фурье функцию / (х) с

периодом 27Г, которая на отрезке 0 < х ^ 27Г задана равенством

f(x) = х.

График функции f (х) изображен на рис. 382. Эта функция на отрезке [—7г, 7г]
задается двумя формулами: / (х) = х + 27г на отрезке [—7г, 0] и / (х) = х на отрезке

[0, 7г]. В то же время на отрезке [0, 27г] гораздо проще она задается одной

формулой / (х) = х. Поэтому для разложения этой функции в ряд Фурье выгоднее

воспользоваться формулами (1), приняв А = 0:

2тг 2тг

а0 = i / f (x) dx = i / xdx = 2тг;

О

2тг

a„ = l//(x)cosnx^=l/,cosn,<b=I7Г/У/ 7Г/ 7Г I

О

2тг

О

2тг

Ьп = — / / (х) sin nxdx = — lx sin nxdx = —

x sin ni , cosnx

x cosnx + smnx

n
^

n2

= 0;

Следовательно,

2 2 2 2
/ (x) = 7Г

— 2 sin x — £ sin 2x — ^ sin 3x — j sin 4x — ^
sin 5x — ...

Этот ряд дает заданную функцию во всех точках, кроме точек разрыва (т.е.
кроме точек х = 0, 27Г, 47Г, ...). В этих точках сумма ряда равна полусумме

предельных значений функции /(х) справа и слева (т.е. в данном случае числу 7г).

§ 4. Ряды Фурье для четных и нечетных функций

Из определения четной и нечетной функции следует, что если

ф(х) — четная функция, то

7Г 7Г

/ ф (х) dx = 2 / ф (х) dx.
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Действительно,
о

/ ф (х) dx = ip(x)dx + ip (x) dx = ф (-х) dx + ф (х) dx =

—7Г —7Г О О О

7Г 7Г 7Г

= / ф (х) dx + / ф (х) dx = 2 / ф (х) dx,
оо о

так как по определению четной функции ф(—х) = ф(х).
Аналогично можно доказать, что если <р(х) — нечетная

функция, то

7Г 7Г 7Г 7Г 7Г

/ (f(x)dx = I ip (—x) dx+ (f(x)dx = — (p(x)dx+ (f (x) dx = 0.

-7Г 0 0 0 0

Если в ряд Фурье разлагается нечетная функция /(х), то

произведение f (x) coskx есть функция также нечетная, а / (х) sinfcx—

четная; следовательно,
7Г 7Г

ао =
- / / (х) dx = 0, а/г =

- / / (х) coskxdx = О,
—7Г — 7Г

7Г 7Г

Ьк = - f (x) sinkxdx= - f (x) sinkxdx,

(i)

о

т.е. ряд Фурье нечетной функции содержит «только синусы»

(см. пример 1 §2).
Если в ряд Фурье разлагается четная функция, то

произведение /(x)sinfcx есть функция нечетная, a f(x)coskx—четная и,

следовательно,

7Г 7Г

= - f(x)dx, a,k =
- / f (x) coskxdx,ао

О
7Г

bk = - / f (x) sin fcx dx = 0,

(2)

т.е. ряд Фурье четной функции содержит «только косинусы»

(см. пример 2 §2).
Полученные формулы позволяют упрощать вычисления при

разыскании коэффициентов Фурье в тех случаях, когда заданная

функция является четной или нечетной. Очевидно, что не

всякая периодическая функция является четной или нечетной (см.
пример 5 §2).
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Пример. Пусть требуется разложить в ряд Фурье четную функцию / (х),
которая имеет период 27Г и на отрезке [0, 7г] задана равенством

У = х.

Эту функцию мы уже разлагали в ряд Фурье в примере 2 § 2 (см. рис. 376).
Вычислим снова коэффициенты Фурье этой функции, используя тот факт, что

заданная функция является четной.

В силу формул (2) Ь^ =0 при любом к\

ао = — I xdx = 7Г, a,k =
— I х cos kx dx =

О о

_ 2 | х sin kx . cgskx] _
2 и л\к ii _ J

О

при к четном,

при к нечетном.

Мы получили те же коэффициенты, что и в примере 2 § 2, но более коротким пу-

§ 5. Ряд Фурье для функции с периодом 21

Пусть / (х) есть периодическая функция с периодом 2/, вообще
говоря, отличным от 27Г. Разложим ее в ряд Фурье.

Сделаем замену переменной по формуле
х = Н/п.

Тогда функция f (It/ж) будет периодической функцией от f с

периодом 27Г. Ее можно разложить в ряд Фурье на отрезке
—7г ^

^ х ^ 7г:

где

/(!*) = f^ + ^(ajk cos fc*+ 6* sin to), (1)
k=i

7Г 7Г

«о = £//(£')*' ^ = ^Jf(it)cosktdt,
—7Г —7Г

7Г

Ьк = i
J f (±A sinktdt.
—7Г

Возвратимся теперь к старой переменной х:

х

Тогда будем иметь:

z

а0 = у / / (ж) dx, a* = у
/ / (х) cos ^ dx,

-z -z

z

bk = \Jf(x)sin^dx. (2)

x=-f, * = хт, dt=1jdx.
7Г

'
/

'
t

Z
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Формула (1) получит вид

оо

/(*) = f + Х>* cos
T

x + bk sin T *)' (3)
k=l

где коэффициенты ао, a^, 6^ вычисляются по формулам (2). Это
и есть ряд Фурье для периодической функции с периодом 21.

Заметим, что все теоремы, которые имели место для рядов

Фурье от периодических функций с периодом 27Г, сохраняются и для

рядов Фурье от периодических функций с каким-либо другим
периодом 21. В частности, сохраняет свою силу достаточный признак
разложимости функции в ряд Фурье (см. конец §1), замечание о

возможности вычислять коэффициенты ряда, интегрируя по

любому отрезку, длина которого равна периоду (см. §3), а также

замечание о возможности упростить вычисление коэффициентов
ряда, если функция является четной или нечетной (§4).

Пример. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию / (х) с периодом

2/, которая на отрезке [—1, I] задается равенством / (х) = | х | (рис. 383).

-41 -31 -21 -I \0 I 21 31 41 51 *

Рис. 383.

Решение. Так как рассматриваемая функция — четная, то

Ьк =0, ао j
I xdx = I,

i ■* (о
у

/ х cos ^y^ dx = —2 I х cos kxdx = < 4/

0 0 I 7T2fc2

afc = у I x cos 1^y=: dx = -=т£ / x cos kx dx

0 0

Следовательно, разложение имеет вид

7Г

при к четном,

при к нечетном.

^2

COS
Зтг (2р+1)тг

COS —г- Х COS N r L— X

+ J +■■■+ ^ .\,o +...
32 (2p+l)2

§ 6. О разложении в ряд Фурье непериодическое функции

Пусть на некотором отрезке [а, 6] задана кусочно монотонная

функция f(x) (рис. 384). Покажем, что данную функцию f (х)
в точках ее непрерывности можно представить в виде суммы ряда

Фурье. Для этого рассмотрим произвольную периодическую
кусочно монотонную функцию /i (х) с периодом 2\i ^ 6—а, совпадающую
с функцией f (х) на отрезке [а, 6]. (Мы дополнили определение

функции f{x).)
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Х-2ц bX+2\L \+4\ix

Рис. 384.

Разложим функцию f\ (х) в

ряд Фурье. Сумма этого ряда во

всех хичках отрезка [а, 6] (кроме
точек разрыва) совпадает с

заданной функцией /(х), т.е. мы

разложили функцию / (х) в ряд

Фурье на отрезке [а, 6].
Рассмотрим, далее, следующий

важный случай. Пусть функция
f(x) задана на отрезке [0, /].
Дополняя определение этой функции произвольным образом на

отрезке [—/, 0] (сохраняя кусочную монотонность), мы можем

разложить эту функцию в ряд Фурье. В частности, если мы дополним

определение данной функции так, чтобы при
—I ^ х < 0 было

f (х) = /(—х), в результате получится четная функция (рис. 385).
(В этом случае говорят, что функция / (х) «продолжена четным

образом».) Эту функцию разлагают в ряд Фурье, который
содержит только косинусы. Таким образом, заданную на отрезке [0, I)
функцию / (х) мы разложили по косинусам.

Если же мы продолжим определение

функции f(x) при
—I ^ х < 0 так: f (х) = —/(—х),

то получим нечетную функцию, которая
разлагается по синусам (рис. 386). (Функция
f(x) «продолжена нечетным образом».)
Таким образом, если на отрезке [0, I]
задана некоторая кусочно монотонная функция
/(х), то ее можно разложить в ряд Фурье
как по косинусам, так и по синусам.

Пример 1. Пусть требуется разложить функцию
f (х) = х на отрезке [0, 7г] в ряд по синусам.

Решение. Продолжая эту функцию нечетным

образом (рис. 375), получим ряд

sin ж

1

sin2x , sin3x
2^3

Рис. 386.

(см. пример 1 § 2).

Пример 2. Разложить функцию / (х) = х на отрез

ке [0, 7г] в ряд по косинусам.

Решение. Продолжая эту функцию четным образом, мы получим:

f(x) = \x\, —7Г < X ^ 7Г

(рис. 376). Разлагая ее в ряд, найдем:

4
/<*> = !-£

cos ж , cos3x , sin Ъх ,

1
+

З2
+

52
+'

(см. пример 2 § 2). Итак, на отрезке [0, 7г] имеет место равенство

cos ж . cos3x ■ sin Ъх ,

1
+

З2
+

52
^'"
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§ 7. Приближение в среднем заданной функции
с помощью тригонометрического многочлена

Представление функции бесконечным рядом (Фурье, Тейлора
и т.д.) имеет на практике тот смысл, что конечная сумма,

получающаяся при обрывании ряда на п-м члене, является

приближенным выражением разлагаемой функции; это приближенное
выражение можно довести до какой угодно степени точности

путем выбора достаточно большого значения п. Однако характер
приближенного представления может быть различным.

Так, например, сумма п первых членов

ряда Тейлора sn совпадает с

рассматриваемой функцией в одной точке и в этой

точке имеет производные до n-го порядка,

совпадающие с производными

рассматриваемой функции. Многочлен Лагранжа п-й
степени (см. §9 гл. VII, т. I) совпадает с

^ х рассматриваемой функцией в п + 1 точках.
Рис. 387. Посмотрим, какой характер имеет

приближенное представление периодической функции / (х)
тригонометрическими многочленами вида

п

sn (х) = y + ^2 ak cos kx + bk sin fcx,
]b=l

где ao, ai, 6i, a2, b2, ..., an, bn —коэффициенты Фурье, т.е.

суммой п первых членов ряда Фурье. Сделаем сначала несколько

замечаний.

Допустим, что мы рассматриваем некоторую функцию у = f (x)
на отрезке [a, b] и хотим оценить погрешность при замене этой

функции другой функцией <р(х). Можно за меру погрешности

взять max| / (х) —

ip (x) | на отрезке [а, 6], т.е. так называемое

наибольшее уклонение функции <р(х) от f (х). Но иногда
естественнее за меру погрешности брать так называемое среднее ква-

дратическое уклонение £, которое определяется равенством

ь

62 = j^)j[f{x)-4>{x)fdx.
Поясним на рис. 387 различие между средним квадратичным

уклонением и наибольшим уклонением.

Пусть сплошная линия изображает функцию у = f (x),
пунктирные линии изображают приближения ip\ (x) и <^2 (#)• Наибольшее

уклонение кривой у = <pi (x) меньше, чем кривой у = <р2 (х), но

среднее квадратическое уклонение первой кривой больше, чем

второй, так как кривая у
= <р2 (#) значительно отличается от кривой

у = f (х) только на узком участке и поэтому лучше характеризует

кривую y
= f(x), чем первая.
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Вернемся теперь к нашей задаче.

Пусть дана периодическая с периодом 27Г функция f (x). Среди
всех тригонометрических многочленов п-го порядка

п

у- + Х^(а* cos kx + Pk sm kx)
k=i

требуется найти путем выбора коэффициентов а* и /Зк тот

многочлен, для которого среднее квадратическое уклонение,
определяемое равенством

} Г

#=£/ \fM-f -£(а* соеfcx + ft sin**) dx,

имеет, наименьшее значение.

Задача сводится к нахождению минимума функции 2п +1

переменных а0, аь а2, ..., ап, /?х, /?2, ..., /?п.
Развернув квадрат, стоящий под знаком интеграла, и интегрируя

почленно, получим

6п = 5F / {/2W "2/(х)Ь + ^(afc coefcx + /3fc sinfcz)| +

+
у-

+ ^(a/b cosfcx + /Jfc sinkx) >dx =

7Г 7Г 7Г

= A f f2(x)dx~^ I f(x)dx-litak f f(x)coekxdx-
—IT —7Г

*=*
—7Г

n
7Г 7Г

n
7Г

"хЁ^* J f(x)Bmkxdx + ±^ f dx + ^^al f cos2kxdx+
*=i -x -x fc=1 -x

+ y~ ^2 $1 / sin2 kxdx + •£- ao ^ a* / cos fcx dx+

n } n n
*

+
2тг a° $Z ^fc / S*n ^X ^X + " X^ 5Z a*ai / COS ^X cosix ^x+

n n \ n n \

+ - ^2 ^2 ак@э / cos ^x sin J# da; + - ^ ^2 fikPj / sin *x s*nix ^x-

Т|:=и-=1 Л
*

k=lj=l L
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Заметим, что

7Г 7Г

- / / (х) dx = ао,
- / / {х) cos kxdx = а*,

7Г

i/ / (х) sin kx dx = б*

—коэффициенты Фурье функции f(x).
Далее, на основании формул (I) и (II) § 1 имеем: при к = j

7Г 7Г

/ cos2 kx dx = 7Г, / sin2 fcx dx = 7Г,

— 7Г —7Г

при любых к и j
7Г

/ sinfcx cos jxdx = 0

—7Г

и при к ф j
7Г 7Г

/ cosfcx cos jxdx = О, / sinfcx sin jxdx = 0.

—7Г —7Г

Таким образом, получаем:
7Г

*2 = i / /*(*) *te-2Mft- f>*o* + /3fc6fc) + ^ + I f>£ + /J»).

Прибавляя и вычитая сумму

]fe=l

будем иметь:

n

+ |EKa*-e*)2+(^-b*)2]- (!)
jfe=l

Первые три слагаемых этой суммы не зависят от выбора
коэффициентов ao, ai, ..., ап, /?х, ..., (Зп. Остальные слагаемые

п

\ (ао - а0)2 + ± ЕКа* " afc)2 + <& " Ь^2]
]fe=l
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неотрицательны. Их сумма достигает наименьшего значения

(равного нулю), если положить ао = ао, ot\ = ai, ..., an = an, /?x = 61,
..., /3n = 6n. При таком выборе коэффициентов ao, ai, ..., an,

/?i> •••> /?n тригонометрический многочлен

n

у- + ^(«fc cos kx + Pk sin kx)
k=i

будет меньше всего отличаться от функции / (х) в том смысле,
что среднеквадратичное уклонение 6п будет наименьшим.

Таким образом, мы доказали теорему:

Среди всех тригонометрических многочленов порядка п

наименьшее среднее квадратическое уклонение от функции f (x)
имеет тот многочлен, коэффициенты которого суть коэффициенты
Фурье функции f(x).
Величина наименьшего среднего квадратического уклонения

равна

£ = £ / f4x)dx-&-\Y,{al + bl). (2)

Так как 62п ^ 0, то при любом п имеем:

ж

}\х)<1Х>а1 + \^{а1 + Ъ1).

Следовательно, ряд, стоящий справа, при п —» сю сходится, и мы

можем написать:

2
°°

/2(*)d*;^ + 5>£ + 6£). (3)

Это соотношение называется неравенством Бесселя.

Отметим без доказательства, что для всякой ограниченной и

кусочно монотонной функции среднее квадратическое уклонение,

получающееся при замене данной функции n-й частичной суммой

ряда Фурье, стремится к нулю при п —► оо, т.е. 62п —► 0 при
п —► оо. Но тогда из формулы (2) вытекает равенство

2
°° }

% + ^(al + bl) = 4 f(x)dx, (3')

которое называется равенством Ляпунова — Парсеваля.
Заметим, что равенство Ляпунова—Парсеваля доказано для более

широкого класса функций, чем тот, который мы здесь

рассматриваем.

2тг/

i
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Из доказанного следует, что для функции, удовлетворяющей
равенству Ляпунова (в частности, для всякой ограниченной кусочно
монотонной функции), соответствующий ряд Фурье дает среднее

квадратическое уклонение, равное нулю.
Замечание. Установим одно свойство коэффициентов Фурье,

нужное для дальнейшего. Введем сначала определение.

Функция f (х) называется кусочно непрерывной на отрезке

[а, 6], если она имеет конечное число точек разрыва первого рода

на этом отрезке (или всюду непрерывна).
Докажем следующее утверждение.
Если функция f(x)—кусочно непрерывна на отрезке [—7г, 7г], то

ее коэффициенты Фурье стремятся к нулю при п —► оо, т. е.

lim ап = 0, lim Ъп = 0. (4)
п—►оо п—*оо

Доказательство. Если функция / (х) кусочно непрерывна на

отрезке [—7г, 7г], то и функция f2(x) также является кусочно непре-
7Г

рывной на этом отрезке. Тогда / f2(x)dx существует и является

—7Г

конечным числом*^. В этом случае из неравенства Бесселя (3)
оо

следует, что ряд ]Г) (а* + Ь%) сходится. Но если ряд сходится,
71=1

то его общий член стремится к нулю, т.е. в данном случае

lim (a2 + bV) = 0. Отсюда непосредственно получаются равен-
п—юо

ства (4). Итак, для кусочно непрерывной и ограниченной функции
справедливы равенства

7Г 7Г

lim / / (х) cos nx dx = 0, lim / / (х) sin nx dx = 0.
п—юо J п—юо J

— 7Г — 7Г

Если функция f (х) периодична с периодом 27Г, то последние

равенства можно переписать следующим образом (для любого а):

а+27г а+27г

lim / / (х) cos nx dx = 0, lim / / (x) sin nx dx = 0.
П—ЮО J 71—ЮО J

a a

Заметим, что эти равенства остаются в силе, если в интегралах

взять какой угодно промежуток интегрирования [а, 6], т.е. ин-

ь ь

тегралы / / (х) cos nxdx и f f (x) sinnxdx стремятся к нулю при
а а

неограниченном возрастании п, если f (х)—ограниченная и

кусочно непрерывная функция.

*) Этот интеграл можно представить как сумму определенных интегралов от

непрерывных функций по отрезкам, на которые разбивается отрезок [—7г, 7г].
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Действительно, считая для определенности Ь — а < 27Г,
рассмотрим вспомогательную функцию кр (х) с периодом 27Г, определенную

следующим образом:

[р (х) = / (х) при а ^ х ^ 6,

(р (х) = 0 при 6 < х ^ а + 27Г.

Тогда
Ь а+27г

/ / (х) cos nxdx = / <р (х) cos nx dx,
а « а

6 а+27г

/ / (х) sin nxdx = / <р (х) sin nx dx.

а а

Так как <р(х) есть ограниченная и кусочно непрерывная функция,
то интегралы, стоящие справа, стремятся к нулю при п —► оо.

Следовательно, стремятся к нулю и интегралы, стоящие слева.

Таким образом, утверждение доказано, т.е.

ь ь

lim / / (х) cos nxdx = 0, lim / / (х) sin nxdx = 0 (5)
п—юо J п—юо J

а а

для любых чисел а и 6 и любой кусочно непрерывной и

ограниченной на [а, 6] функции /(х).

§ 8. Интеграл Дирихле

В этом параграфе мы выведем формулу, выражающую n-ю

частичную сумму ряда Фурье через некоторый интеграл. Эта

формула будет нам нужна в следующих параграфах.
Рассмотрим n-ю частичную сумму ряда Фурье для

периодической функции /(х) с периодом 27г:

п

sn (х) = ^ + ]Г^(а* cos кх + bk sin fcx),
k=i

где

ак =
I I f(t) cosktdt, h = ^ J f(t) sinktdt.

—7Г —7Г

Подставляя эти выражения в формулу для sn (x), получим:

7Г 7Г 7Г

= A //Wdt + Sf2^2 f f(t) совЫ& + Щ*2 f f(t) sinktdt
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или, подводя coskx и sinkx под знак интеграла (что возможно,

так как coskx и sinkx не зависят от переменной интегрирования и,

следовательно, могут рассматриваться как постоянные), получим

7Г

snH = ^J f(t)dt+
—7Г

п
ж п

+ - Y^ / / (t) coskx cosktdt+ / / (t) sinfcx sinktdt\.
fc=1

-7Г -7Г

Вынося теперь 1/7Г за скобки и заменяя сумму интегралов

интегралом от суммы, получим

ИЛИ

dt =sn (x) = - / / (t) 2
+ yj(cos kx cos kt + sin kx sin kt)

} Г
= ?//(*) |+Ecosfc(*-x)

«^ L i—1

Л. (1)

Преобразуем выражение, стоящее в квадратных скобках. Пусть

сгп (z) = - + cos z + cos 2z + ... + cos nz;

тогда

2an (z) cos z = cos z + 2 cos z cos z + 2 cos z cos 2z +... + 2 cos z cos nz =

= cos z + (1 + cos 2z) + (cos z + cos 3z)+
+ (cos 2z + cos 4z) + ... + (cos (n - 1) z + cos (n + 1) z) =

= 1 + 2 cos z + 2 cos 2z + ... + 2 cos (n - 1) z + cos nz + cos (n + 1) z

или

2crn (z) cos z = 2crn (z) — cos nz + cos (n + 1) z,

Ho

/ ч COS 71Z — COS (n + 1)2
*n ^ "

2(1-cos z)

cosnz - cos (n + 1) z = 2 sin (2n + 1) | sin |,
1 - cos z = 2 sin2 I.
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Следовательно, .

,2п , п £

°п (z) =
sin(2n + l) 2

2 em
5

Таким образом, равенство (1) можно переписать так:

г sm(2n + l)——
Sn(*) = 4f(t) t_J dt.

J 2 sin —-—

Так как подынтегральная функция является периодической (с
периодом 27г), то интеграл сохраняет свое значение на любом отрезке

интегрирования длины 27г. Поэтому мы можем написать:

Х+7Г • /о . 1\ *-Я
г sm(2n + l)——

«.(«)=£ f{t)
»

dt.

J 2 sm —r—
X—7Г 2

Введем новую переменную а, положив £ — x = a, £ = x+a. Тогда
мы получим формулу

1 } sin(2n + l)^
e»(x) = i / /(x + a) ?-da. (2)

J 2 sin £

Интеграл, стоящий в правой части формулы, называется

интегралом Дирихле.
Положим в этой формуле / (х) = 1; тогда ао = 2, а& = 0, 6/^ = 0

при к > 0; следовательно, sn (х) = 1 при любом п, и мы получаем

тождество

•и
sin(2n + l)

Q

2sin|
da, (3)

которое потребуется нам в дальнейшем.

§ 9. Сходимость ряда Фурье в данной точке

Предположим, что функция f (х)—кусочно непрерывна на

отрезке [—7Г, 7Г].
Умножая обе части тождества (3) предыдущего §8 на f(x) и

подводя / (х) под знак интеграла, получим равенство

sin(2n + l)Qг sin^n + 1)-

f(^) = 4 f(x) ^-daJ 2 sin -^
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Вычтем члены последнего равенства из соответствующих членов

равенства (2) §8; получим:

1 } 8in(2n + l)f
sn(x)-f(x) = ± [f(x + a)-f(x)) —Ida.

J 2 sin £
—7Г 2

Таким образом, сходимость ряда Фурье к значению функции / (х)
в данной точке зависит от того, будет ли интеграл, стоящий справа,
стремиться к нулю при п —► оо.

Разобьем последний интеграл на два интеграла:

1 f cos2
*n 0*0 - / (s) = - / [/ (х + а) - / (ж)] sinnadaH-

Ч 2sinf
7Г

+ \ l[f {? + <*)- f (x)] • | cosnada,
—7Г

воспользовавшись тем, что sin (2п +1)^ = sinna cos °; + cos na sin ^.
Разобьем первый из интегралов, стоящих в правой части последнего

равенства, на три интеграла:

6

sn(x)-f(x) = lj[f(x + a)-f(x)}
-6

-6

+ ;/[/(* + «)-/(*)]■
—7Г

7Г

+ l|[/(x+ «)-/(*)]

71

+ ~ [f(x + a)~f (х)] ' \ cosnada.

— 7Г

Положим Фх (а) = ^-^—2
~

• Так как /(х)—ограниченная
кусочно непрерывная функция, то Ф\ (а) также ограниченная и

кусочно непрерывная периодическая функция от а. Следовательно,
последний интеграл стремится к нулю при п —► оо, так как он

является коэффициентом Фурье от этой функции. Функция
Q

COS-

Ф2 (а) = [/(* +а)-/(*)]
2

а
cos-

2sin|
'

а
cos-

]—-
2м2

а
cos-

sin na dan-

em na da+

sin na da+

2sin#
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ограничена при
—7г ^ а < —6 и при 6 ^ а ^ 7г и

|ф2(а)| ^[М + М]^—,
2sin|

где М
—

верхняя граница величины |/(х)|. Кроме того, функция
Фг (а) является также кусочно непрерывной. Следовательно, на

основании формул (5) из §7 второй и третий интегралы стремятся
к нулю при п —► Схэ.

Таким образом, можно написать:

6 Q

1 f COS~2
lim [sn (x) - f (x)] = lim - / [/ (x + a) - / (x)] sinnada. (1)

71—► OO 71—► OO Я" / _ . Q

Л 2sm2
В выражении, стоящем справа, интегрирование производится по

промежутку
—6 ^ a ^ <$; следовательно, интеграл зависит от

значений функции / (х) только на промежутке от х — 6 до х + 6.
Таким образом, из последнего равенства следует важное

предложение: сходимость рядов Фурье в данной точке х зависит лишь

от поведения функции f (x) в как угодно малой окрестности этой

точки.

В этом заключается так называемый принцип локализации

при исследовании рядов Футръе.Если две функции f\ (x) и /2 (х)
совпадают в окрестности некоторой точки х, то их ряды Фурье
одновременно либо сходятся, либо расходятся в данной точке.

§ 10. Некоторые достаточные условия сходимости

ряда Фурье

В предыдущем параграфе было показано, что если функция
f (х)—кусочно непрерывная на отрезке [—7г, 7г], то сходимость ряда

Фурье в данной точке хо к значению функции / (х0) зависит от

поведения функции в некоторой произвольно малой окрестности
[хо

— <$, хо + 6] с центром в точке xq.

Докажем, далее, что если в окрестности хо функция f (x)
такова, что существуют конечные пределы

lim /(*o + a)-/(*0)=fc (1)
a—0 « v '

lim /(*o+a)-/(*0)=fc (2)

a в самой точке хо функция непрерывна (рис. 388), то*^ в этой

точке ряд Фурье сходится к соответствующему значению

функции f(x).

*) Если выполняются условия (1) и (2), то говорят, что функция f (x) имеет

в точке х производную справа и производную слева. На рис. 388 изображена
функция, где k\ = tg y?i, /22 = tg <p2, &1 Ф &2- Если к\ = &2, т. е. если производные

справа и слева равны, то функция будет дифференцируемой в данной точке.
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><*
у*

0

^^
*0

Рис. 388.

Nfr.
X

Доказательство. Рассмотрим
функцию Ф2 (а), определенную в предыдущем

параграфе:
Q

cos-

Ф2(а) = [/(хо+а)-/(х0)] ^;
2sinf

так как функция / (х) кусочно непрерывна
на отрезке [—7г, 7г] и непрерывна в точке хо, то, следовательно,
она непрерывна в некоторой окрестности [хо — <$, хо+<5] точки хо.

Поэтому функция Ф2 (а) непрерывна во всех точках, где а^Ои
| а | ^ 6. При а = 0 функция Ф2 (а) не определена.

Найдем пределы lim Ф2 (а) и lim Ф2 (а), используя условия

(1) и (2):
а

lim Ф2 (а) = lim [/ (х0 + а) - / (*„)] 2- =
а^-0 а^-0

2 sin
а

= lim /,(^ + а)-/(хо) J_coga =

а—° °

sinf
2

а

= „л, /(*о + «)-/(«о) Ит _2_ Hm cosf = fc1.l.l = &1.
а—-О а а—-0 • а а—-0 2

sm
2

Таким образом, если мы доопределим функцию Ф2 (а),
положив Ф2 (0) = fci, то она будет непрерывной на отрезке [—<$, 0], а

следовательно, и ограниченной. Аналогичным образом докажем,
что

lim Ф2 (а) = к2 .

а—►+()

Следовательно, функция Ф2 (а) ограничена и непрерывна в

промежутке [0, 6]. Таким образом, на отрезке [-<$, 6] функция Ф2 (а)
ограниченная и кусочно непрерывная. Вернемся теперь к

равенству (1) §9 (обозначив х через хо):
6 Q

if
cos

2
lim [sn (хо) - f (хо)] = lim - / [/ (х0 + a) - / (х0)] sinnada
n^oo n^oo 7г j 2 sin -2sin"2
ИЛИ

о

lim [sn (xo) - / (x0)] = lim - / Ф2 (a) sinnada.
n—►oo п—юо К J

-6

На основании формул (5) из §7 заключаем, что стоящий справа

предел равен нулю, а поэтому

lim [sn(x0)- f(x0)] =0,
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ИЛИ

lim sn(x0) = /(xo).
п—юо

Теорема доказана.

Доказанная теорема отличается от теоремы, сформулированной
в §1, тем, что если там для сходимости ряда Фурье в точке х0 к

значению функции / (#0) требовалось, чтобы точка х0 была точкой

непрерывности на отрезке [—7г, 7г], а функция была бы кусочно
монотонная, то здесь требуется, чтобы точка хо была точкой

непрерывности функции и чтобы выполнялись условия (1) и (2), а

на всем интервале [—7Г, 7г] функция была бы кусочно непрерывной
и ограниченной. Очевидно, что эти условия различны.

Замечание 1. Если кусочно непрерывная функция
дифференцируема в точке хо, то очевидно, что условия (1) и (2)
выполняются. При этом fci = &2- Следовательно, в точках, где функция
f (х) дифференцируема, ряд Фурье сходится к значению функции
в соответствующей точке.

Замечание 2. 1°. Функция, рассмотренная в примере 2 §2
(рис. 376), в точках 0, ±27г, ±47г, ... удовлетворяет условиям (1)
и (2). Во всех остальных точках она дифференцируема.
Следовательно, построенный для нее ряд Фурье сходится в каждой точке

к значению этой функции.
2°. Функция, рассмотренная в примере 4 §2 (рис. 379), в

точках ±7г, ±37г, ±57Г, ... удовлетворяет условиям (1) и (2). Во

всех остальных точках она дифференцируема. Она представляется

рядом Фурье в каждой точке.

3°. Функция, рассмотренная в примере 1 §2 (рис. 375), в

точках ± 7г, ± 37Г, ± 57Г, ... разрывна. Во всех остальных точках

она дифференцируема. Следовательно, во всех точках, кроме

точек разрыва, соответствующий ей ряд Фурье сходится к значению

функции в соответствующих точках. В точках разрыва сумма

ряда Фурье равняется среднему арифметическому пределу функции
справа и слева, в данном случае она равна нулю.

§ 11. Практический гармонический анализ

Теория разложения функций в ряды Фурье называется

гармоническим анализом. Мы сейчас сделаем несколько замечаний

о приближенном вычислении коэффициентов ряда Фурье, т.е. о

практическом гармоническом анализе.

Как известно, коэффициенты Фурье для функции /(х),
имеющей период 27Г, определяются по формулам

7Г 7Г 7Г

а0 =
- / / (х) dx, a,k =

- / / (х) cos kx dx, bk = - f (x) sin kx dx.
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Во многих случаях, встречающихся на практике, функция / (х)
задается или в виде таблицы (когда функциональная зависимость

получается в результате эксперимента) или в виде кривой,
которая вычерчивается каким-либо прибором. В этих случаях

коэффициенты Фурье вычисляются при помощи приближенных методов

интегрирования (см. §8 гл. XI т. I).
Будем рассматривать промежуток

—7г ^ х ^ 7г длины 27г. Этого

можно всегда добиться соответствующим выбором масштаба по

оси Ох.

Разделим промежуток [—7г, 7г] на п равных частей точками

—7Г = Х0, #1, Х2, •••> хп = Я"-

Тогда шаг деления будет равен

Ах = 27г/п.
Значения функции f (х) в точках хо, #i, #2, •••

> хп обозначим,
соответственно, через

2/о, 2/ь 2/2, •••

, Уп-

Эти значения мы определяем или по таблице или графику данной
функции— измерением соответствующих ординат.

Тогда, пользуясь, например, формулой прямоугольников (см.
формулу (1') §8 гл. XI т. I), определяем коэффициенты Фурье:

п п п

а0 = ^ ^ 2/i, ак = \ YlVi cos fcxi' bk = n^2 yi sin kxi'

г=1 г=1 г=1

Разработаны схемы, упрощающие вычисление коэффициентов
Фурье (см., например, Смирнов В. И. «Курс высшей математики»,
т. П. — М.: Наука, 1974; Лопшиц A.M. «Шаблоны для

гармонического анализа и синтеза». — М.: Гостехиздат, 1948). Мы не

можем здесь останавливаться на подробностях, но отметим, что

существуют приборы (так называемые гармонические

анализаторы), которые по графику данной функции позволяют вычислить

приближенные значения коэффициентов Фурье.

§ 12. Ряд Фурье в комплексной форме

Лусть имеем ряд Фурье для периодической функции / (х) с

периодом 27г:

оо

/(х) = y + ]T^(an cosnx + bn sinnx). (1)
71=1

Выразим cosnx и sinnx через показательные функции. Для
этого воспользуемся известными формулами (см. формулы (3) §5
гл. VII т. I):

1е*у + е~{У • е{* - e~iy
cosy = —^ , sin у = .
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Итак,

cosnx = -—^ >
sinnx = - jf = ~*

Г
*

Подставляем эти значения cosnx и sinnx в формулу (1) и

производим соответствующие преобразования:

/(*) = ?+Е («.einx V~inx - ib«einx 7~inx) =

n=l

oo

= £2. _i_ \
^ (an — ibn inx , Qn + ibn —inx\

tn)

n=l

Введем обозначения

a0
_ „ Qn

— ibn
_ „

o-n + ibn
_ „

/o\

"2"
— Mh 2

~~

n>
2

~~
' ^ '

При этих обозначениях формула (2) примет вид:

/ (х) = со + f>nein* + c_ne-ini).
П=1

Последнее равенство записывают более компактно:

/(*)= f; cneinx. (4)
n=—00

Это и есть комплексная форма ряда Фурье.
Выразим коэффициенты сп и с_п через интегралы. Пользуясь

формулами (4), (5) и (6) §1, можем формулы (3) переписать так:

7Г 7Г

сп =
— / /(х) cosnxdx — i I f (x) sinnxdx\ =

—7Г — 7Г

7Г 7Г

= ^ f(x) (cosnx - i sinnx) dx = ^ / / (x) e~inx dx.

— 7Г —7Г

Итак, }
cn = ±Jf(x)e-inxdx. (5')

— 7Г

Аналогично л

c-n = ±Jf(x)einxdx. (5")
—7Г

Формулы (5;) и (5") и выражение с0 можно объединить в одну

формулу тг

сп = ± J f(x)e-inxdx (п = 0, ±1, ±2, ±3, ...). (6)
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сп и с-п называются комплексными коэффициентами Фурье для

функции / (х).
Если функция / (х) периодическая с периодом 2/, то ряд Фурье

для f(x) будет ж

/(*) = ? + £(a»cosTx + 6»sinTx) (7)
71=1

(см. формулу (3) §5).
Очевидно, что в этом случае ряд Фурье в комплексной форме,

вместо формулы (4), выразится формулой

/(*)= f; cne**'. (8)
п=—оо

Коэффициенты ряда сп выразятся формулами
z

cn = jijf{x)e-iJ^xdx (n = 0, ±1, ±2, ...). (9)
-i

Принята, особенно в электротехнике и радиотехнике,
следующая терминология. Выражения ег2т-х называются гармониками,

числа ап = ^j- (n = 0, ±1, ±2, ...) называются волновыми

числами функции

/(*)= f; cete-». (10)
n=—oo

Совокупность волновых чисел называется спектром. Если

откладывать эти числа на числовой оси, то получим совокупность

отдельных точек. Такую совокупность точек называют

дискретной, а соответствующий спектр—дискретным. Коэффициенты
сп, определяемые формулами (9), называют комплексной

амплитудой. Отметим, что в некоторых трудах по электротехнике
и радиотехнике совокупность модулей амплитуд | сп | также
называют спектром функции / (х).

§ 13. Интеграл Фурье

Пусть функция / (х) определена на бесконечном интервале

(—оо, оо) и абсолютно интегрируема на нем, т.е. существует
интеграл

оо

J\f(x)\dx = Q. (1)
— оо

Пусть, далее, функция / (х) такова, что она разлагается в

любом интервале (—/, +/) в ряд Фурье:
оо

f(x) = f + JE{a»cosTx + bkSinTx)> (2)
]Ь=1
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где

ак = }//(*) cos^df, 6, = iff® sin*f d'- (3)
-i

Подставляя в ряд (2) выражения коэффициентов ак и 6^ из

формул (3), можно написать:

-i k=i
-i

+ у£( ff(t)sin!ftdt\sm!fx =

= i f(t)dt+\^2 f(t) cos^f* cos*fx + sin*f*sin*fx *

или
Z

oc
'

/(^) = 5//W* + 7E//Wcoe*2L^cft. (4)

Исследуем вопрос о том, какой вид примет разложение (4) при

переходе к пределу при I —► оо.

Введем следующие обозначения:

ai = у, ot2 = -р,
...

, а* = -р
... и Да* =

у
. (5)

Подставляя в (4), получаем:

f(x) = JiJf(t)dt+^(ff(t)cosak(t-x)dt)Aak. (6)
-i

k=l
-i

При / —► оо первый член в правой части стремится к нулю.

Действительно,

I I оо

\hff(*)*UhJ\fWdt<hf\f(t)\dt = hQ^°-
-l -l

При любом фиксированном I выражение, стоящее в скобках,
есть функция от а* (см. формулы (5)), принимающего значения

от 7г/1 до оо. Без доказательства укажем, что если функция / (х)
кусочно монотонна на каждом конечном интервале, ограничена
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на бесконечном интервале и удовлетворяет условию (1), то при

/ —у +оо формула (6) примет вид

+оо +оо

f(x) = ±f(ff(t)cosa(t-x)dt\da. (7)
О —оо

Стоящее справа выражение называется интегралом Фурье для

функции / (х). Равенство (7) имеет место для всех точек, где

функция непрерывна. В точках разрыва выполняется равенство

-fоо -fоо

i J ( J f(t) cosa(t-x)dtyx=f{x
+

0)+2f{x-0). (Г)
О —оо

Преобразуем интеграл, стоящий в правой части равенства (7),
раскрывая cos a (t — х):

cos а (t — х) = cos at cos ax + sin at sin ax.

Подставляя это выражение в формулу (7) и вынося cos ах и sin ах

за знаки интегралов, где интегрирование совершается по

переменной £, получим

+оо +оо

f[x) = - \ ( / f(t) cos at dt) cosaxda-h

0 —оо

+oo +oo

1

7Г

О

Каждый из интегралов по £, стоящих в скобках, существует, так

как функция / (t) абсолютно интегрируема в интервале (—оо, Н-оо),
а следовательно, абсолютно интегрируемы и функции f (t) cos at

и f (t) sinaf.

Рассмотрим частные случаи формулы (8).
1. Пусть /(х) — четная функция. В этом случае f (t) cosat—

функция четная, а f (t) sinat— нечетная и мы получаем:

+оо +оо +оо

/ f(t)cosatdt = 2 / f(t)cosatdt, / /(t) sinatdt = 0.

—оо 0 —оо

Формула (8) в этом случае примет вид

+ оо +оо

/(х) = | / ( / f(t) cos atdt) cos ax da. (9)

+oo +oo

i / f / f(t) sin atdt) sin ax da. (8)
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2. Пусть f (х) — нечетная. Анализируя характер интегралов в

формуле (8) в этом случае, получим:

+оо +оо

/(х) = | J ( J f(t) sin atdtj sin ax da. (10)
о о

Если функция f (x) определена только в интервале (0, Н-оо), то

ее можно представить при х > 0 как формулой (9), так и формулой
(10). В первом случае мы ее доопределяем в интервале (—оо, 0)
четным образом, а во втором

— нечетным.

Отметим еще раз, что в точках разрыва вместо выражения / (х)
в левых частях равенств (9) и (10) следует писать выражение

f(x + 0) + f(x-0)
2

Вернемся к формуле (8). Интегралы, стоящие в скобках,
являются функциями от а. Введем обозначения:

+оо +оо

А(а) = ±
J f(t)cosatdt, В (а) = ± j f(t)sinatdt.

—оо —оо

Тогда формулу (8) можно переписать так:

+оо

f (х) = / [A (a) cos ах + В (a) sin ax] da. (11)
о

Говорят, что формула (11) дает разложение функции f (х) на

гармоники с непрерывно меняющейся от 0 до оо частотой а.

Закон распределения амплитуд и начальных фаз в зависимости от

частоты а выражается через функции А (а) и В (а).
Вернемся к формуле (9). Положим

+«>

F (а) = J | j f (t) cos at dt, (12)
о

тогда формула (9) примет вид

+ оо

/(x) = w- / F (a) cos ax da. (13)

Функция F (а) называется косинус-преобразованием Фурье для

функции f(x).
Если в равенстве (12) считать F (а) заданной, а f (t)

искомой функцией, то оно является интегральным уравнением для

функции f(t). Формула (13) дает решение этого уравнения.
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На основании формулы (10) можем написать следующие

равенства:

Ф(а) = уУ J f(t) sin at dt, (14)
о

f(x) = Jl / Ф (а) sin ах da. (15)
о

Функция Ф(а) называется синус-преобразованием Фурье.
Пример. Пусть

f(x) = e-P* (p>0, х^О).

По формуле (12) определяем косинус-преобразование Фурье:

F(a) = Д / е-"' cosatdt =Д^А_ .

О

По формуле (14) определяем синус-преобразование Фурье:

ф(а)=Д/е_"81па4л=Д^
По формулам (13) и (15) находим взаимные соотношения:

О

I / ерв!А* = е-"« (*>0).
о

§ 14. Интеграл Фурье в комплексной форме

В интеграле Фурье (формула (7) § 13) в скобках стоит четная

функция от а, следовательно, она определена и при

отрицательных значениях а. На основании сказанного формулу (7) можно

переписать так:

+оо +оо

/(*) = £ / ( / f(t)cosa(t-x)dt\da. (1)
— ОО —ОО

Рассмотрим, далее, следующее выражение, тождественно равное

нулю:
М +оо

/ ( J f(t)sma{t-x)dt\da = 0.

-М —оо
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Выражение, стоящее слева, тождественно равно нулю потому,
что функция от а, стоящая в скобках, есть нечеткая функция,
а интеграл от нечетной функции в пределах от —М до +М равен

нулю. Очевидно, что

-М —оо

ИЛИ

М +оо

lim I ( I f(t) sma(t-x)dt)da = 0,

+00 +00

/ ( j f(t)sma(t-x)dt)da = 0. (2)
—oo —oo

Замечание. Здесь необходимо указать на следующее

обстоятельство. Сходящийся интеграл с ^бесконечными пределами
определяется так:

+оо с +оо

/ <p(a)da= / (p(a)da+ / (f(a)da =

—oo —oo с

с М

= lim / (f(a)da-h lim <p(a)da (•)
M-+00 J M-.+00 J

-M с

при условии, что каждый из стоящих справа пределов существует

(см. §7 гл. XI т. I). Мы же в равенстве (2) написали так:

+оо М

I <p(a)da= lim / <p(a)da. (••)
—oo —M

Очевидно, может случиться, что предел (••) существует, а пределы,

стоящие в правой части равенства (•), не существуют. Выражение,
стоящее справа в равенстве (**), называется главным

значением интеграла. Итак, в равенстве (2) рассматривается главное

значение несобственного (внешнего) интеграла. В этом же смысле

будут писаться и последующие интегралы этого параграфа.
Умножим члены равенства (2) на — ■£- и сложим с

соответствующими частями равенства (1), тогда получим:

+оо
_
+оо

daf(x) = ± J I f(t)(cosa(t-x)-isina(t-x))dt
—oo —oo

+oo +oo

f{*) = h J [/ f(*)e-ialt-x)dt
+oo

_
+oo

da. (3)
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Правая часть в формуле (3) называется интегралом Фурье в

комплексной форме для функции f (х).
Перепишем формулу (3) так:

или коротко

+оо +оо

/(*)=/ [^ J f{t)e-iatdt
—оо —оо

+оо

eiaxda, (4)

где

f(x)= f C{a)eiQXda, (5)
—оо

+оо

С(а) = ^ J f(t)e~iatdt (6)
—оо

Формула (5) аналогична формуле (10) § 12; а также

называется волновым числом, но здесь оно принимает все значения от

—оо до +оо, и спектр волновых чисел называется непрерывным

спектром. Аналогию формулы (5) и формулы (10) § 12 можно

проводить и дальше. Если в формуле (10) § 12 волновому

числу ап соответствует комплексная амплитуда сп, то говорят, что

в формуле (5) волновым числам, заключенным в интеграле (ai,
ai + Да), соответствует комплексная амплитуда C(ai). Функцию
С (а) называют спектральной плотностью или

спектральной функцией. (Здесь термин плотность употребляется в том же

смысле, как и в §8 гл. XIV, где говорилось о плотности

распределения по двумерной области.)
Равенство (4) переписывают в виде двух равенств:

+оо

F*(a) = -±= J f(t)e~iatdt, (7)
—оо

+оо

f(x) = -±= J В"(а)е*"'<1а. (8)
— оо

Функция F*(a), определенная формулой (7), называется

преобразованием Фурье для функции / (х). Функция /(#),
определенная формулой (8), называется обратным преобразованием
Фурье для функции F*(a) (преобразования отличаются знаком

при г). Функция F*(a) отличается от функции С (а) постоянным

множителем -т==.

Из преобразований (7) и (8) следуют преобразования (12), (14)
(13) и (15) § 13 (с точностью до постоянного множителя 1/2).
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Преобразования (12) и (14) получатся, если подставить в (7)

e_i Qt
= cos at - i sin at, F* (a) = F (a) - i Ф (a)

и приравнять действительные и мнимые части. Аналогичным

образом получаются преобразования (13) и (15) из преобразования (8).
Отметим, что преобразованиями, аналогичными

преобразованиям Фурье, мы будем пользоваться в гл. XIX «Операционное
исчисление и некоторые его приложения».

§ 15. Ряд Фурье по ортогональной системе функций

Определение 1. Бесконечная система функций

<Pi(x), <Р2{х), ...
, 4>п{х), ... (1)

называется ортогональной на отрезке [а, 6], если при любых

п ф к выполняется равенство

ъ

I (рп (х) (рк (х) dx = 0. (2)

a

Пример 1. Система функции

1, cos ж, since, cos2x, sin2x, ...
, cosnx, sinnx, ... (3)

ортогональна на отрезке [—7г, 7г]. Это следует из равенств (I) и (II) § 1.

Пример 2. Система функций

1, cos^x, sin^x, cos2^x, sin2fx, ..., cos^ ,
sin ^f-, ... (3')

ортогональна на отрезке [—J, /], в чем легко убедиться непосредственной
проверкой.

Пример 3. Система функций

1, cosx, cos2x, cos3x, ...
, cosnx, ... (4)

ортогональна на отрезке [0, 7г].
Пример 4. Система функций

sinx, sin2x, ...
, sinnx, ... (5)

ортогональна на отрезке [0, 7г].
Ниже будут указаны другие системы ортогональных функций.
Пусть функция /(х), определенная на отрезке [а, 6], такова, что

она представляется рядом по функциям ортогональной системы (1),
который сходится к данной функции на [a, b]:

оо

f(x) = J£cnipn(x). (6)
71=0
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Определим коэффициенты сп. Допустим, что ряд, полученный
после умножения ряда (6) на любую y>k (#), допускает почленное

интегрирование.
Умножим обе части равенства (6) на ipk {х) и проинтегрируем в

пределах от а до 6. Учитывая равенства (2), получим:

ь ь

//(,)„w*-e/rfW*.
откуда

/ / (*) 4>к (я) dx

«==-» ■ о

/ Ч>\ (х) dx

Коэффициенты с*, вычисленные по формулам (7), называются

коэффициентами Фурье функции / (х) по системе

ортогональных функций (1). Ряд (6) называется рядом Фурье по системе

функций (1).
Определение 2. Ортогональная система функций

(fi(x), (f2{x), ...
, <рп(х), ...

называется полной, если для любой функции / (х) с

интегрируемым квадратом, т.е. такой, что

ь

f2(x)dx < +оо,/■

lim / \f(x)-J2ci(pi(x)

выполняется равенство

Г
n

1

dx = 0. (8)
i=0

Равенство (8) в силу определений §7 можно истолковать и так.
п

Среднее квадратическое уклонение суммы ^ с»^» (х) от функции
г=0

/ (х) стремится к нулю при п —► оо.

Если выполняется равенство (8), то говорят, что ряд Фурье (6)
сходится к функции / (х) в среднем.

Очевидно, что из сходимости в среднем не следует сходимость

в каждой точке отрезка [а, Ь].
Отметим без доказательства, что тригонометрические системы,

указанные в примерах 1—4, полны на соответствующих отрезках.
Очень широко используется в приложениях система функций

Бесселя

Jn(Aix), Jn(A2x), ..., Jn(Aix), ..., (9)
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1

которые были рассмотрены в §23 гл. XVI. Здесь Ai, A2, ... А», ...

—

корни функции Бесселя, т.е. числа, удовлетворяющие
соотношению

J»(Ai) = 0 (г = 1, 2, ...).

Без доказательства укажем, что система функций

\/~х Jn (Aix), y/x~Jn(X2x), ..., yfxJn(\ix), ... (10)

ортогональна на отрезке [0, 1]:
l

хJn (Xkx) Jn {Xjx) dx = 0 *> {кф j). (11)
0

Так же в приложениях используются системы

ортогональных многочленов Леэюандра, которые определяются так:

Po(x) = l, Pn{x) = ^dn[{xl:1)n] (n = l, 2, ...)•

Они удовлетворяют уравнениям:

(х2 - 1) у" + 2ху' - п (п + 1) у = 0.

Используются и другие системы ортогональных многочленов.

§ 16. Понятие о линейном функциональном пространстве.
Аналогия между разложением функций в ряд Фурье

и разложением векторов

В аналитической геометрии был определен вектор в трехмерном

пространстве
А = Axi + Ayj + Azk,

где г, j, к — единичные, взаимно перпендикулярные векторы,

направленные по осям координат. Векторы г, j, к будем в

дальнейшем обозначать ei, ег, ез.
Аналогичным образом можно определить вектор в п-мерном

пространстве

A = Y^Aiei-
i=l

*) Если для функций (р^ (ж), (fj (x) выполняется соотношение

6

/ Р (х) 4>к (х) (fj (x) dx = 0 (j ф к),
а

то говорят, что функции у?» (х) ортогональны с весом р(х). Следовательно,
функции Jn (А;ж) (при к ф j) ортогональны с весом х.
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Совокупность векторов вида А будем называ/гь п-мерным

евклидовым пространством и обозначать Еп. Векторы А будем
называть элементами или точками n-мерного евклидова

пространства*). Укажем свойства пространства Еп.

Пусть даны два вектора пространства Еп
п п

A = ^2^ei и Д = y^Bjej.
г=1 i=l

Если С\ и Съ—действительные числа, то по аналогии с

трехмерным пространством

dA + C2B (1)

есть вектор пространства Еп.
Скалярным произведением векторов А и В называется

выражение
п

(A, B) = Y,AiBi **>. (2)
г=1

Векторы ei, ег, ..., еп принадлежат пространству £?п, к ним

также применима формула (2).
Следовательно, получаем при г Ф j

(ег-, е,) = 0, (2')

при г = j
(ei, ej) = 1.

Векторы, скалярное произведение которых равно нулю,
называются ортогональными. Следовательно, векторы ei, e2, ..., еп

ортогональны.

Как и в трехмерном пространстве, легко устанавливаются

следующие свойства скалярного произведения:

(А, В) = (В, А),

(А + В, С) = (АС) + (ВС), (3)
(ХА, В) = Х(АВ).

Длина или модуль вектора А определяется как и в

трехмерном пространстве

\А\ = уДХГА) = М£Л?. (4)

*) Рассматривают и векторы в бесконечномерном пространстве.
**) Вместо (А, В) иногда будем писать просто АВ.— Прим. ред.
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Длину разности двух векторов естественно определяют так:

\А-В\ = (5)

В частности,

\А-А\ = . £(Л,- - AiY = 0.

Угол (р между двумя векторами определяется так:

(Л, В)
COSlp =

\A\-\B\ (6)

Рассмотрим совокупность всех кусочно монотонных

ограниченных на отрезке [а, 6] функций*). Обозначим эту совокупность
через Ф и будем называть пространством функций Ф. Функции,
принадлежащие этому пространству, будем называть

элементами или точками пространства Ф. Можно установить операции
над функциями пространства Ф, аналогичные операциям, которые

мы производили над векторами пространства Еп.
Если С\ и С2—любые действительные числа и /i (х), f2 (х) —

элементы пространства Ф, то

Clfl(x) + C2f2(x) (?)

есть элемент пространства Ф.

Если f (х) и <р(х)—две функции пространства Ф, то

скалярным произведением функций f (х) и (р (х) называется

выражение
ь

(/>¥>)= / f(x)-<p(x)dx. (8)

Это выражение аналогично выражению (2). Легко проверить,
что скалярное произведение (8) обладает свойствами,
аналогичными свойствам (3) для векторов:

(/, v) = (v, Я,

(Л+ /2, <p) = (fu <p) + (h, у),

(A/, v) = X(f, Ч>).
(9)

*) Такой класс функций рассматривался в теореме § 1. Можно было бы

рассмотреть более широкий класс функций, для которого все утверждения § 1
сохраняются.
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Аналогично определению модуля вектора по формуле (4)
определяется так называемая норма элемента / (х) пространства Ф:

I /И = л/Т/ГТ) =

1

о

J[f{x)Ydx. (10)

Расстоянием между элементами f (х) и ф (х)
пространства Ф аналогично формуле (5) будем называть выражение

/-*>!! =

V.

О

J[f(x)-V{x)]*dx. (11)

Выражение (11) расстояния между элементами пространства на-

зывается метрикой пространства. Оно с точностью до

множителя у/Ь — а совпадает со средним квадратическим уклонением <$,
определенным в §7.

Очевидно, что если f (х) = <р(х), т.е. f (х) и <р(х)
совпадают во всех точках отрезка [а, 6], то || / — ^(#)|| = 0. Но если

II/ —¥>(я)|| = 0, то / (х) = <р(х) во всех точках отрезка [а, 6],
кроме конечного числа точек *). Но в этом случае также говорят,
что элементы пространства Ф тождественны.

Пространство кусочно монотонных ограниченных функций, в

котором определены операции (7), (8) и метрика определяется
равенством (11), называется линейным функциональным
пространством с квадратичной метрикой. Элементы пространства Ф

называются точками пространства или векторами.

Рассмотрим, далее, последовательность функций

(fi{x), ц>2{х), ...
, <Pk(x), ...

, (12)

принадлежащих пространству Ф.

Последовательность функций (12) называется ортогональной
на отрезке [а, 6], если при любых г, j (г ф j) выполняются

равенства

(<£г, 4>j) = / Ч>% (*) (fj (X) dx = 0. (13)

На основании равенств (I) § 1 следует, что, например, система

функций

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, cos3x, sin3x,...

ортогональна на отрезке [—7г, 7г].

*) Может быть и бесконечное число точек, где / (х) ф <р(х).
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Покажем, далее, что разложение функции в ряд Фурье по

ортогональным функциям аналогично разложению вектора по

ортогональным векторам. Пусть дан вектор

А = Aiei + А2е2 + ... + Акек + ... + (14)
Мы предполагаем, что векторы ei, ег, ..., еп ортогональны, т.е.

если г ф j, то

(«Я, е,) = 0. (15)
Чтобы определить проекцию Ак, умножаем скалярно правую и

левую части равенства (14) на вектор ек. На основании свойств

(2), (3) получаем:

(A, efc) = Ai(eb ек)+А2(е2, ек) + .. .+Ак(ек, ек) + .. .+Ап (еп, ек).

Учитывая (15), получаем:

(А, ек) = Ак (ек, efc),

откуда

л* = ЙгЙ) (* = 1.2,...,»). (16)

Допустим, далее, что функция f (х) разложена по системе

ортогональных функций:
оо

f(x) = X}am(z)- (17)

Умножая скалярно обе части равенства (17) на (рк (х) и

учитывая равенства (9) и (13), получим *)

(/, 4>к) =ак(<рк, (рк),

откуда ь

,.
ч

f f(x)<f(x) dx

ак = АйЩ = 54 . (18)
IVfk {*)? dx

Формула (18) аналогична формуле (16).
Обозначим, далее, п

k=i

6n = \\f-8n\\ (п = 1,2,...). (20)
Если

lim 6п = 0,
п—*оо

то система ортогональных функций (12) является полной на

отрезке [а, Ь].
Ряд Фурье (17) сходится к функции f (х) в среднем.

*) Мы предполагаем, что получающиеся в процессе рассмотрения ряды

сходятся и почленное интегрирование законно.
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Упражнения к главе XVII

1. Разложить в ряд Фурье в интервале (—7г, 7г) функцию

/ (х) = X При —7Г < X ^ О,

f (х) = 2х При 0 < X ^ 7Г.

л
1 2 /cosя cos3x cos5x \ /sinя

0me- г-;(—+—+—+-)+3(-г
sin 2х sin Зх

■ + -...).2 3

2. Пользуясь разложением функции / (х) = 1 в интервале (0, 7г) по синусам

111 тг

кратных дуг, вычислить сумму ряда 1 1 h ... Отв. —.

3 5 7 4

3. Пользуясь разложением в ряд Фурье функции / (х) = х2, вычислить сумму

1111 тг2
ряда

— г-Н—г- г- + ... Отв. — .F
12 22 З2 42 12

тг2 х2
4. Разложить в ряд Фурье в интервале (—7г, 7г) функцию / (ж) = — —

.

л
cos2x cos3x cos4x

°ТОв- COSa;--52-+^2 р-+"-
5. Разложить в ряд Фурье в интервале (—7г, 7г) функцию

f (х) = При
—7Г ^ X < О,

/(*):

2
7Г — X

при О ^ X < 7Г.

Ome. sin х Н— sin 2х Н— sin Зх + ...

2 3

6. Разложить в ряд Фурье в интервале (—7г, 7г) функцию

/ (х) = —X При —7Г < X ^ О,

/ (х) = 0 При 0 < X ^ 7Г.

птв 1-* Г С05(2Ш + 1)Ж
- V Г-1Г-1

51ППЖ

7. Разложить в ряд Фурье в интервале (—7г, 7г) функцию

/ (х) = 1 При —7Г < X ^ О,

/ (х) = —2 При 0 < X ^ 7Г.

1 6 °° Sin(2n + l)x
Отв. у, —

.

2 тг п=о 2п + 1

8. Разложить функцию /(х) = х2 в интервале (0, 7г) в ряд только синусов.

^
... ._ ... .

► sin пх.ошв. -E(-i)n+1(- + i[(-i)n-i])sir7Г п=1 ^ П П6 )

9. Разложить функцию у = cos2x в интервале (0, 7г) в ряд только синусов.

Отв.
sin х 3 sin Зх 5 sin 5x

+ Т^ ^ + ^ 7Т + ...].[22_1 22-32 22-52

10. Разложить функцию у = sinx в интервале (0, 7г) в ряд только косинусов.

Отв. —

7Г

1 cos 2x cos 4x

2 1 - 22 1 - 42
^
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11. Разложить в ряд Фурье функцию у = ех в интервале (—I, I).

е'-е-' ,
.ее (-l)ncos-— «, (_1)«-1Пяп—

0me. ___+/(el_e-') E ,u a af +*(et-e-') E >2 . 8 2

'
•

12. Разложить функцию f (x) = 2x в интервале (0, 1) в ряд только синусов.

7Г п=1 П1

13. Разложить функцию / (х) = ж интервале (О, I) в ряд только синусов.

ПТГХ

21 о° sm"

Ome. -£(-l)n+1 L
7Г n=l П

14. Разложить функцию

/(*) -{.: при 0 < х ^ 1,
х при 1 < х < 2

в интервале (0, 2): а) в ряд только синусов; б) в ряд только косинусов.

. (2п + 1)тгж

Оте а) А Т( IV»
^

2 6>± - - ? ""Р^1)**
ОШв- а)

тг2 п50( Ч
(2п + 1)'

' б)
2 тг2п5о (2п + 1)'

'



Глава XVIII

УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

§ 1. Основные типы уравнение математическое физики

Основными уравнениями математической физики называют (для
случая функций двух независимых переменных) следующие

дифференциальные уравнения с частными производными второго

порядка.
I. Волновое уравнение:

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение
процессов поперечных колебаний струны, продольных колебаний стержня,

электрических колебаний в проводе, крутильных колебаний вала,
колебаний газа и т.д. Это уравнение является простейшим
уравнением гиперболического типа.

II. Уравнение теплопроводности, или уравнение Фурье:

ди
_

2 &и (2\
dt
- a

дх2
' К >

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение

процессов распространения тепла, фильтрации жидкости и газа в

пористой среде (например, фильтрации нефти и газа в подземных

песчаниках), некоторые вопросы теории вероятностей и т.д. Это

уравнение является простейшим уравнением параболического типа.

III. Уравнение Лапласа:

дх*
+

ду*
" U* [6)

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение задач

об электрических и магнитных полях, о стационарном тепловом

состоянии, задач гидродинамики, диффузии и т.д. Это уравнение
является простейшим уравнением эллиптического типа.

В уравнениях (1), (2) и (3) искомая функция и зависит от двух

переменных. Рассматриваются также соответствующие уравнения
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и для функций с большим числом переменных. Так, волновое

уравнение с тремя независимыми переменными имеет вид

dt22
~а

\дх*
+

ду*) ' U )

уравнение теплопроводности с тремя независимыми переменными

имеет вид

§И - а2 (^ + ^А (2')

уравнение Лапласа с тремя независимыми переменными имеет вид

д2и , д2и ,д2и__п /«/ч

§ 2. Вывод уравнения колебание струны.

Формулировка краевое задачи. Вывод уравнение
электрических колебание в проводах

В математической физике под струной понимают гибкую,
упругую нить. Напряжения, возникающие в струне в любой момент

времени, направлены по касательной к ее профилю. Пусть
струна длины I в начальный момент направлена по отрезку оси Ох от О

до I. Предположим, что концы струны »

закреплены в точках х = О и х = I. Если | JW ^г^М2
струну отклонить от ее первоначального \s/\u(xtt) рч.
положения, а потом предоставить самой "^ - - - *

*"

себе или, не отклоняя струны, придать

/

в начальный момент ее точкам некото- Рис- 389.

рую скорость, или отклонить струну и

придать ее точкам некоторую скорость, то точки струны будут
совершать движения— говорят, что струна начнет колебаться.

Задача заключается в определении формы струны в любой момент

времени и определении закона движения каждой точки струны в

зависимости от времени.

Будем рассматривать малые отклонения точек струны от

начального положения. В силу этого можно предполагать, что

движение точек струны происходит перпендикулярно оси Ох и в одной
плоскости. При этом предположении процесс колебания струны
описывается одной функцией и(х, £), которая дает величину

перемещения точки струны с абсциссой х в момент t (рис. 389).
Так как мы рассматриваем малые отклонения струны в

плоскости (х, и), то будем предполагать, что длина элемента струны
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М\Мч равняется ее проекции на ось Ох, т.е. *' М\Мъ = #2
—

#i •

Также будем предполагать, что натяжение во всех точках струны

одинаковое; обозначим его через Т.

Рассмотрим элемент струны ММ'

(рис. 390). На концах этого

элемента, по касательным к струне,

действуют силы Т. Пусть касательные

образуют с осью Ох углы ip и (р+Аф.
Тогда проекция на ось Ои сил,

действующих на элемент ММ', будет
равна Т sin {ip + Аср) — Т sin (p. Так как угол (р мал, то можно

положить tg cp « sin cp, и мы будем иметь

Г sin ((р + Аср) - Т sincp « Т tg (cp + А(р) - Т tg<p =

х+Ьх

Рис. 390.

_ т \ди(х + Ах, t)
_

ди(х, Q1
__-т[ дх дх

= гаМх±|д^)ДхдаГ#XJ

32ц (ж, 0
^х2 Дх,

О<0<1

(здесь мы применили теорему Лагранжа к выражению, стоящему
в квадратных скобках).
Чтобы получить уравнение движения, нужно внешние силы,

приложенные к элементу, приравнять силе инерции. Пусть р—
линейная плотность струны. Тогда масса элемента струны будет

рАх. Ускорение элемента равно -т£. Следовательно, по принципу

Даламбера будем иметь:

Сокращая на Ах и обозначая Т/р = а2, получаем уравнение
движения

-дё=ад**' (1)

Это и есть волновое уравнение
—

уравнение колебаний струны.

Для полного определения движения струны одного уравнения (1)
недостаточно. Искомая функция и {х, t) должна удовлетворять еще

граничным условиям, указывающим, что делается на концах

струны (х = 0 и х = /), и начальным условиям, описывающим

*) Это предположение эквивалентно тому, что мы пренебрегаем величиной

и'х2 по сравнению с 1. Действительно,

х2 х2

MlM2 =

X! X!

Х2 Х2 хо

/ yjl+u'j dx = J (l + i u'x2 - . . .) dx « I dx = X2
"

XI .
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ди

dt

состояние струны в начальный момент (t = 0). Совокупность
граничных и начальных условий называется краевыми условиями.

Пусть, например, как мы предполагали, концы струны при х = 0

и х = I неподвижны. Тогда при любом t должны выполняться

равенства

ti(0,t) = 0, (2')

u{l,t)=0. (2")

Эти равенства являются граничными условиями для нашей

задачи.

В начальный момент t = 0 струна имеет определенную форму,
которую мы ей придали. Пусть эта форма определяется функцией
f(x). Таким образом, должно быть

«(x,0)=«|t=0 = /(*). (3')

Далее, в начальный момент должна быть задана скорость в

каждой точке струны, которая определяется функцией ц>(х). Таким

образом, должно быть

= 4>(х). (3")
\t=0

Условия (3') и (3") являются начальными условиями.

Замечание. В частности, может быть / (х) = 0 или (р (х) = 0.

Если же / (х) = 0 и <р (х) = 0, то струна будет находиться в покое,

следовательно, и (х, t) = 0.

Как указывалось выше, к уравнению (1) приводит и задача

об электрических колебаниях в проводах. Покажем это.

Электрический ток в проводе характеризуется величиной г (х, t) и

напряжением v(x, £), которые зависят от координаты х точки провода

и от времени t. Рассматривая элемент провода Дх, можем

написать, что падение напряжения на элементе Ах равно v (x, t) —

—v(x + Дх, t) « —^Дх. Это падение напряжения складывается

из омического, равного гДДх, и индуктивного, равного ^1/Дх.
Итак,

-|^Дх = гДДх + §£Дх, (4)
дх at

где R и L—сопротивление и коэффициент индуктивности,
рассчитанные на единицу длины провода. Знак минус взят потому,

что ток течет в направлении, обратном возрастанию v. Сокращая
на Дх, получаем уравнение

g + tt + Lg-O. (5)

Далее, разность токов, выходящего из элемента Дх и входящего

в него за время Д£, будет

[г (х, t) - г (х + Дх, t)] Atn-j^Ax At.
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Она расходуется на зарядку элемента, равную С Ах -щ At, и на

утечку через боковую поверхность провода вследствие

несовершенства изоляции, равную AvAxAt (здесь А— коэффициент утечки).
Приравнивая эти выражения и сокращая на Ах At, получим
уравнение

*+C<bL+Av = 0. (6)

Уравнения (5) и (6) принято называть телеграфными
уравнениями.

Из системы уравнений (5) и (6) можно получить уравнение,

содержащее только искомую функцию г (х, t), и уравнение,

содержащее только искомую функцию v(x, t). Продифференцируем члены

уравнения (6) по х; члены уравнения (5) продифференцируем по t

и умножим их на С. Производя вычитание, получим

Подставляя в последнее уравнение выражение ^ из уравнения (5),
получим

B + A(-iR-Lm)-CRU-CLB-°
или

Q = CLli + (CR + AL)ft+ARi. (7)

Аналогичным образом получается уравнение для определения
v (x, t):

^ = CL^ + (CR + AL)ft+ARv. (8)

Если можно пренебречь утечкой через изоляцию (А = 0) и

сопротивлением (R = 0), то уравнения (7) и (8) переходят в волновые

уравнения

а
дх2

~

dt2'
a

дх2
~

dt2 '

где обозначено: а2 = 1/CL. Исходя из физических условий
формулируются граничные и начальные условия задачи.

§ 3. Решение уравнения колебание струны методом

разделения переменных (методом Фурье)

Метод разделения переменных (или метод Фурье), который мы

сейчас рассмотрим, является типичным для решения многих задач

математической физики. Пусть требуется найти решение
уравнения

д2и 9 д2и /-.ч
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удовлетворяющее краевым условиям:

t*(0,t) = 0, (2)

u(l,t)=0, (3)

«(*,(>) = /(*), (4)
ди

dt
= <р(х). (5)

t=0

Будем искать (не равное тождественно нулю) частное решение

уравнения (1), удовлетворяющее граничным условиям (2) и (3),
в виде произведения двух функций X (х) и Т(£), из которых

первая зависит только от х, а вторая только от t:

u(x,t) = X(x)T(t). (6)

Подставляя в уравнение (1), получаем: X(x)T"(t) = a2X" (x)T(t)
и, разделив члены равенства на а2ХТ,

В левой части этого равенства стоит функция, которая не

зависит от х, а в правой— функция, не зависящая от t. Равенство

(7) возможно только в том случае, когда левая и правая части не

зависят ни от х, ни от £, т.е. равны постоянному числу.

Обозначим его через —А, где А > 0 (позднее будет рассмотрен и случай
А < 0). Итак,

Т"
_

X"
_

х

Из этих равенств получаем два уравнения:

X" + АХ = 0, (8)

Г" + a2XT = 0. (9)

Общие решения этих уравнений будут (см. гл. XIII, §21)

Х(х) = А cosVTx + Я sinVTx, (10)

T(t) = C cosa\/~\t + D sina\/T*, (11)

где Л, Б, С, D— произвольные постоянные.

Подставляя выражения X (х) и T(t) в равенство (6), получим

и (х, t) = (A cos + В sin cosay/~\t + D sin a

Подберем теперь постоянные А и В так, чтобы удовлетворялись

условия (2) и (3). Так как T(t) ^0 (в противном случае будет
и(х, t) = 0, что противоречит поставленному условию), то функция
X (х) должна удовлетворять условиям (2) и (3), т.е. должно быть
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X (0) = 0, X (/) = 0. Подставляя значения х=0их=1в равенство

(10), на основании (2) и (3) получаем

0 = Л-1 + Я-0, 0 = A cosy/Tl + B sinv/T/.

Из первого уравнения находим А = 0. Из второго следует

.Bsinv/X/ = 0.

Б^0, так как в противном случае было бы X = 0 и и = 0, что

противоречит условию. Следовательно, должно быть

sinv^X/ = 0,

откуда

\f\=f (n=l,2,...) (12)

(мы не берем значение п = 0, так как в этом случае было бы
X = 0 и и = 0). Итак, мы получили

X = Bsin?fx. (13)

Найденные значения А называются собственными значениями

для данной краевой задачи. Соответствующие им функции X (х)
называются собственными функциями.

Замечание. Если бы мы взяли вместо —А выражение +А = А:2,
то уравнение (8) приняло бы вид

X" - к2Х = 0.

Общее решение этого уравнения:

Х = Аекх+Ве~кх.

Отличное от нуля решение в такой форме не может удовлетворять

граничным условиям (2) и (3).
Зная \/Х, мы, пользуясь равенством (11), можем написать:

T(t) = Ccos^t + Dsin?f-t (n=l,2,...). (14)

Для каждого значения п, следовательно, для каждого А,
выражения (13) и (14) подставляем в равенство (6) и получаем решение

уравнения (1), удовлетворяющее граничным условиям (2) и (3).
Это решение обозначим ип(х, t):

ип (х, t) = sin ^ х (Сп cos ^f-1 + Dn sin ^f- *) . (15)

Для каждого значения п мы можем брать свои постоянные С и D

и потому пишем Сп и Dn (постоянная В включена в Сп и Dn). Так
как уравнение (1) линейное и однородное, то сумма решений также

является решением, и потому функция, представленная рядом
оо

U(X, t) = Y^un{x, t)
п=1
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ИЛИ
оо

и (х, 0 = 2 (С* cos 9JLг + Dn sin ^ 0 sin
T х' (16)

п=1

также будет решением дифференциального уравнения (1), которое

будет удовлетворять граничным условиям (2) и (3). Очевидно,
ряд (16) будет решением уравнения (1) только в том случае, если

коэффициенты Сп и Dn таковы, что этот ряд сходится и сходятся

ряды, получающиеся после двухкратного почленного

дифференцирования по х и по t.

Решение (16) должно еще удовлетворять начальным условиям

(4) и (5). Этого мы будем добиваться путем подбора постоянных

Сп и Dn. Подставляя в равенство (16) t = 0, получим (см.
условие (4))

оо

f (x) = Y,Cn sin™ х. (17)
n=l

Если функция / (х) такова, что в интервале (0, I) ее можно

разложить в4 ряд Фурье (см. § 1 гл. XVII), то условие (17) будет
выполняться, если положить

i

Сп=* ff(x)sm?fxdx. (18)
о

Далее, дифференцируем члены равенства (16) по t и подставляем

t = 0. Из условия (5) получается равенство

71=1

Определяем коэффициенты Фурье этого ряда:

i

Dn222L = | /^(x)sinZHLxdx
о

или
I

Dn = ^J<p(x)sm?fxdx. (19)
о

Итак, мы доказали, что ряд (16), где коэффициенты Сп и Dn
определены по формулам (18) и (19), если он допускает

двукратное почленное дифференцирование, представляет функцию и(х, £),
которая является решением уравнения (1) и удовлетворяет
граничным и начальным условиям (2) — (5).

Замечание. Решая рассмотренную задачу для волнового

уравнения другим методом, можно доказать, что ряд (16) представляет
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решение и в том случае, когда он не допускает почленного

дифференцирования. При этом функция f(x) должна быть дважды

дифференцируемой, а <р(х)—один раз дифференцируемой *).

§ 4. Уравнение распространения тепла в стержне.

Формулировка краевое задачи

Рассмотрим однородный стержень длины I. Будем
предполагать, что боковая поверхность стержня теплонепроницаема и что во

всех точках поперечного сечения стержня температура одинакова.

Изучим процесс распространения тепла в

-j стержне.
Расположим ось Ох так, что один конец

стержня будет совпадать с точкой х = 0, а

другой— с точкой х = I (рис. 391). Пусть и(х, t)—температура
в сечении стержня с абсциссой х в момент t. Опытным путем
установлено, что скорость распространения тепла, т.е.

количество тепла, протекающего через сечения с абсциссой х за единицу

времени, определяется формулой

I

Рис. 391.

* = -*ё5> (1)

где S— площадь сечения рассматриваемого стержня, к—

коэффициент теплопроводности**^.
Рассмотрим элемент стержня, заключенный между сечениями с

абсциссами х\ и х2 (#2 — х\ = Ах). Количество тепла, прошедшего

через сечение с абсциссой х\ за время Д£, будет равно

^ = ~кЁ SAt,

то же самое для сечения с абсциссой хг:

A<?* = -*g SAt.

(2)

(3)

Приток тепла AQi — AQ2 в элемент стержня за время At будет
равняться:

AQi - AQ2 =

к0 Ах SAt (4)
ОХ

SAt
Х=Х\

- -крох SAt\
Х=Х2 J

*) Подробно об этих условиях см., например, в книге: Тихонов А. Н.,
Самарский А. А. Уравнения математической физики. — М.: Наука, 1977.

**) Скорость распространения тепла, или скорость теплового потока,

определяется так:

q = hm -г*- ,4

де-о At

где Q— количество тепла, прошедшего через сечение S за время At.
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(мы применили теорему Лагранжа к разности ^ |х=Хо~ тр |х=х )•
Этот приток тепла за время At затратился на повышение

температуры элемента стержня на величину Аи:

AQi - AQ2 = ср Ах S Аи

или

AQi - ДО2 « ср Ах S g At, (5)

где с— теплоемкость вещества стержня, р—плотность вещества

стержня (pAxS— масса элемента стержня).
Приравнивая выражения (4) и (5) одного и того же количества

тепла AQi — AQ2, получим

k^AxSAt = cpAxS^At
или

ди
__ к_ д?и_

dt
~~

ср дх2

А -„2Обозначая — = а2, окончательно получаем

ди 2 д2и /а\

Это и есть уравнение распространения тепла {уравнение
теплопроводности) в однородном стержне.

Чтобы решение уравнения (6) было вполне определенно,

функция и (х, t) должна удовлетворять краевым условиям,

соответствующим физическим условиям задачи. Краевые условия для

решения уравнения (6) могут быть различные. Условия,

которые соответствуют так называемой первой краевой задаче для
О ^ t ^ T, следующие:

и(х, 0) = ¥>(*), (7)

и(<и) = Ы*), (8)

u{l,t)=Mt). (9)

Физически условие (7) (начальное условие) соответствует

тому, что при t = 0 в различных сечениях стержня задана

температура, равная ц>(х). Условия (8) и (9) (граничные условия)
соответствуют тому, что на концах стержня при х = 0и при х = I

поддерживается температура, равная ф\ (t) и Ф2 (t) соответственно.

В §6 доказывается, что уравнение (6) имеет единственное

решение в области 0 ^ х ^ /, 0 ^ £ ^ Т, удовлетворяющее
условиям (7)-(9).
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§ 5. Распространение тепла в пространстве

Рассмотрим процесс распространения тепла в трехмерном

пространстве. Пусть и(х, у, 2, t)—температура в точке с

координатами (х; у; z) в момент t. Опытным путем установлено, что

скорость прохождения тепла через площадку Д5, т.е. количество

тепла, протекающего за единицу времени, определяется формулой
(аналогичной формуле (1) предыдущего параграфа)

AQ = -k^AS, (1)

где к—коэффициент теплопроводности рассматриваемой среды,

которую мы считаем однородной и изотропной, п—единичный

вектор, направленный по нормали к площадке AS в направлении

движения тепла. На основании § 14 гл. VIII т. I можем написать

ди ди . ди п . ди

а^
=

ai
cosa +

Щ cosP + Tz COS7'

где cos a, cos/3, cos 7
—

направляющие косинусы вектора п, или

g = ngradu.

Подставляя выражение тр
в формулу (1), получаем:

AQ = —кп gradt* AS.

Количество тепла, протекающего за время Д£ через площадку Д5,

будет равно

AQ At = -к п grad и At AS.

Вернемся к поставленной в начале параграфа задаче. В

рассматриваемой среде выделим малый объем V, ограниченный
поверхностью S. Количество тепла, протекающего через поверхность 5,

будет равно

Q = -At J kn grad и dS, (2)

s

где п—единичный вектор, направленный по внешней нормали

к поверхности S. Очевидно, что формула (2) дает количество

тепла, поступающего в объем V (или уходящего из объема V) за

время Д£. Количество тепла, поступившего в объем V, идет на

повышение температуры вещества этого объема.

Рассмотрим элементарный объем Av. Пусть за время Д£ его

температура поднялась на Аи. Очевидно, что количество тепла,

затраченное на это повышение температуры элемента Av, будет
равно

сАv рАи « сАv p ■— At,
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где с
— теплоемкость вещества, р— плотность. Общее количество

тепла, затраченное на повышение температуры в объеме V за

время Д£, будет

Д* /// cp^dvJJh*
V

Но это есть тепло, поступившее в объем V за время Д£; оно

определено формулой (2). Таким образом, имеет место равенство

-Д* И кп grad udS = &t Iff cp g dv.

S V

Сокращая на Д£, получаем

- И кп grad и dS = Щcp g dv. (3)
S V

Поверхностный интеграл, стоящий в левой части этого

равенства, преобразуем по формуле Остроградского (см. §8 гл. XV),
полагая F = к grad и:

(к grad u)ndS = / / / div (к grad и) dv.

S V

Заменяя двойной интеграл, стоящий в левой части равенства (3),
тройным интегралом, получим

- / / / div (к grad u)dv = cP-^dv

или

Iff [div (k grad и) + cp g] dv = 0. (4)
v

Применив теорему о среднем к тройному интегралу, стоящему
слева (см. §12 гл. XIV), получим

[div(fcgrad<i) + cp§l =0, (5)
L acJx=xi, y=yi, z=z\

где точка Р{х\\ уг; z\) — некоторая точка объема V.

Так как мы можем выделить произвольный объем V в

трехмерном пространстве, где происходит распространение тепла, и так

как мы предполагаем, что подынтегральная функция в равенстве

(4) непрерывна, то равенство (5) будет выполняться в каждой
точке пространства. Итак,

ср-£ = - div (к grad и). (6)

Но
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div(*^«) = £(*£) + £(*£)+ &(**)
(см. §8 гл. XV). Подставляя в уравнение (6), получаем

-*fc-£(*e)+*(*S) + *(*fc)- en

Если к— постоянное, то

div(к gradu) = к div(gradu) = к (g + gf + 0) ,

и уравнение (6) в этом случае дает

-гп9и _ . (Л. а^и &и\
ср dt -К\дх*

+
ду2

+

dz2J
к о

или, положив = а; ,'
ср

'

at

Коротко уравнение (8) записывается так:

л2 я2 я2

где Д =

^-у + 0-2- + ^рг—оператор
Лапласа. Уравнение (8) и

есть уравнение теплопроводности е пространстее. Для того

чтобы найти его единственное решение, отвечающее поставленной

задаче, нужно задать краевые условия.

Пусть имеем тело П, поверхность которого а. В этом теле

рассматривается процесс распространения тепла. В начальный

момент температура тела задана. Это соответствует тому, что

известно значение решения при t = 0— начальное условие:

и(х, у, 2,0) = (р(х, у, z). (9)

Кроме того, должна быть известна температура в любой точке М

поверхности а тела в любой момент времени t—граничное
условие:

u(M,t) = i>(M,t). (10)

(Возможны и другие граничные условия.)
Если искомая функция и (х, у, 2, t) не зависит от 2, что

соответствует тому, что температура не зависит от 2, то получаем

уравнение

dt
а

\дх2
+

ду2) ^Li)

—

уравнение распространения тепла на плоскости. Если

рассматривается распространение тепла в плоской области D с
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границей С, то краевые условия, аналогично (9) и (10),
формулируются так:

и (х, у, 0) = <р (х, у), и (М, t) = ф (М, *),

где ip и ф—заданные функции, М—точка границы С
Если же функция и не зависит ни от 2, ни от у, то получаем

уравнение
ди

_
2 (Ри,

dt~a дх2
—

уравнение распространения тепла в стерэюне.

§ 6. Решение первое краевое задачи для уравнения

теплопроводности методом конечных разностей

Как и в случае обыкновенных дифференциальных уравнений,
при решении уравнений с частными производными методом
конечных разностей производные заменяются соответствующими

разностями (рис. 392):
ди (я, t) и (х + Л, t)

— и (ж, t)
di

~

h '

д2и(х, t) ^ 1 Ги(ж + Л, t)
— и(х, t) и(х, t) — и(х — Л, £)1

дх2
~

h [ h h J

(1)

или

(2)
д2и(х, t) ^ u(x + h,t)- 2ц (ж, t) + Ц (х - /i, t)

дх2
~

h2 '

аналогично
Л , , ,ч

ди(х, t) и(х, t +I) — и(х, t) /«ч

at
~

/
* W

Первая краевая задача для уравнения теплопроводности

формулируется (см. §4) следующим образом. Требуется найти решения

уравнения
ди 2 д2и (Л\ ,

Tt=a ^' (4) I \(*>М)
удовлетворяющее краевым условиям:

(x-h,t) (x,t) (x+hj)и(х, 0) = <р(х), 0 ^ х ^ L, (5)

1|(0,*)=Ы*), 0<*<Г, (6)

u(l,t)=^2(t), O^t^T, (7)

т. е. требуется найти решение и (х, £) в

прямоугольнике, ограниченном прямыми t = 0, х = 0, х = L, t = Т,
если заданы значения искомой функции на трех его сторонах:

£ = 0, х = 0, х = L (рис. 393). Покроем нашу область сеткой,

образованной прямыми

х = г'Л, г = 1, 2, ...

,
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/4
/'

01

ОМ+1)
\

(i-i.k) 0'*) 0+1>ь) I

Lx
Рис. 393.

и будем определять
приближенные значения решения в узлах

сетки, т.е. в точках

пересечения этих прямых. Введем

обозначения: u(ih, kl) = Uiyk-
Напишем вместо уравнения (4)
соответствующее ему уравнение в

конечных разностях для точки

(гЛ; Ы). В соответствии с

формулами (3) и (2) получим

I (8)

Определим щ,к+1-

tiiffc+i = f 1 - ^ J uiik + a2 ^ (tii+i.fc + tii-i.jb). (9)

Из формулы (9) следует, что если известны три значения в

fc-м ряду: г*»,*, i*t+i,]fe> Wt-i,Jb» TO определяется значение u^k+i в

(fc + l)-M ряду. Нам известны все значения на прямой t = 0 (см.
формулу (5)). По формуле (9) мы определим значения на всех

внутренних точках отрезка t = I. Значения в крайних точках этого

отрезка нам известны в силу формул (6) и (7). Так ряд за рядом

мы определим значения искомого решения во всех узлах сетки.

Можно доказать, что по формуле (9) можно получить

приближенное значение решения не при произвольном соотношении шагов

h и /, а только в том случае, если I ^ ft2/2a2. Формула (9)
особенно упрощается, если шаг I по оси t выбрать так, чтобы было

(ijt+l)

%

1
ь?

и или 1
2а2

•

В этом случае уравнение (9) принимает вид

Щ,к+1 = «(«i+l.fc +«j_i,/fc). (10)0-иь) 0+1>Ь)
Рис. 394.

Эта формула особенно удобна для вычислений (рис. 394).
Указанным методом определяется решение в узлах сетки. Значение

решения между узлами сетки можно получить, например,

экстраполированием, проводя плоскость через каждые три точки в

пространстве (х, £, и). Обозначим полученное по формуле (10) и

экстраполированное таким образом решение через Uh (х, t). Можно

доказать, что

lim Uh (ж, t) = u(x, t),
h—►О
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где и(х, t)—решение нашей задачи. Можно доказать*) также, что

\uh(x, t)-u(x, t)\ < Mft2,

где М
—

постоянное, не зависящее от h.

§ 7. Распространение тепла в неограниченном стержне

Пусть в начальный момент задана температура в различных
сечениях неограниченного стержня. Требуется определить

распределение температуры в стержне в последующие моменты времени.

(К задаче распространения тепла в неограниченном стержне

сводятся физические задачи в том случае, когда стержень столь

длинный, что температура во внутренних точках стержня в

рассматриваемые моменты времени мало зависит от условий на концах

стержня.)
Если стержень совпадает с осью Ох, то математически задача

формулируется следующим образом. Найти решение уравнения

dt
a

дх2 ( }

в области —оо < х < Н-оо, t > О, удовлетворяющее начальному
условию

и(х,0)=(р(х). (2)

Применим для нахождения решения метод разделения

переменных (см. §3), т.е. будем искать частное решение уравнения (1) в

виде произведения двух функций:

u(x,t) = X{x)T(t). (3)

Подставляя в уравнение (1), будем иметь: X(x)T'(t) = a2X"(x)T(t)
или

•2- = ^ = -A2 U)

Каждое из этих отношений не может зависеть ни от х, ни от £,
и потому их приравниваем постоянной**) —А2. Из (4) получаем

два уравнения:

Г+а2А2Г = 0, (5)

X" + А2Х = 0. (6)

*) Более подробное изложение этого вопроса см., например, в книгах:

Панов Д. Ю. Справочник по численному решению дифференциальных
уравнений в частных производных.

— М.: Гостехиздат, 1951; Коллагпц Л. Численные

методы решения дифференциальных уравнений.
— М.: ИЛ, 1953.

**) Так как по смыслу задачи Т (£) должно быть ограниченным при любом £,

если if (х) ограничена, то Т'/Т должно быть отрицательным. Поэтому мы и

пишем —Л2.
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Решая их, найдем:

Т = Се~а2х2\ X = A cos Ax + В sin Ax.

Подставляя в (3), получаем

их (х, t) = е-"2*2' [A (A) cos Ax + В (A) sin Ax] (7)

(постоянная С включена в Л (А) и В(Х)).
Для каждого значения А мы получаем решение вида (7).

Произвольные постоянные А и В для каждого значения А имеют

определенные значения. Поэтому можно считать А и В

функциями от А. В силу линейности уравнения (1) решением является

также сумма решений вида (7):

Y^ e~a2x2t [A (A) cos Ax + В (A) sin Ax].
л

Интегрируя выражение (7) по параметру А в пределах от 0 до оо,
также получим решение

+оо

и (х, t) = J е-"2*2' [A (A) cos Ах + В (A) sin Ax] dA, (8)
о

если А (А) и В(Х) таковы, что этот интеграл, его производная
по f и вторая производная по х существуют и получаются путем

дифференцирования интеграла по t и
*

х. Подберем А (А) и В (А)
так, чтобы решение и (х, t) удовлетворяло условию (2). Полагая

в равенстве (8) t = О, на основании условия (2) получаем

+оо

и(х,0)=(р(х)= / [A (A) cos Ах + В (A) sin Ax] dX. (9)
о

Предположим, что функция ц>(х) такова, что она представима

интегралом Фурье (см. § 13 гл. XVII):
+оо +оо

ф(х) = - I I / <p(a) cos А (а - x)da \dX

О -оо

ИЛИ

<р(х) =

+оо +оо +оо

=

тг / ( / ^ (а) cos ^а ^а ) cos ^Х + ( / Ч> (а) sin ^а dot J sin Ax dX.

О -оо -оо

(10)
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Сравнивая правые части (9) и (10), получаем

+оо

А (А) = - / (р (a) cos Aa da,

Т (")
+оо

v '

В(Х) = - / <р(а) sinAada.

—оо

Подставляя найденные выражения А (А) и В (А) в формулу (8),
получим

u(x,t) = ^ / е~а2л2Ч f / (f(a) cosAada J cosAxH-
0 -оо

+oo

+ 1 / <p(a) sinAada J sin Ax dA =

0 -oo

+oo +oo

= 1 I e-a2xH( f <p(a)cos\(a-x)dajd\
0 —oo

или, переставляя порядок интегрирования, окончательно получим

-foo -f оо

и (х, t) = ± / L (a) ( / е~а2А2' cos А (а - х) dA^l da. (12)
—оо 0

Это и есть решение поставленной задачи.

Преобразуем формулу (12). Вычислим интеграл, стоящий в

круглых скобках:

+оо +оо

I е~а2хЧ cos A (a - х) dX = ^= f е~^ cos /3z dz. (13)
о о

Это преобразование интеграла сделано путем подстановок:

aAvT = z, 2^ = 0. (14)
ay/ t

Обозначим
+оо

К(0)= [ е~*2 cos pzdz. (15)



368 УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ [ГЛ. XVIII

Дифференцируя*), получаем

+оо

К'(13) = - J e~z2 z sin /3zdz.

о

Интегрируя по частям, найдем

+оо

К'(13) = | [е~г2 sin^]+°° - | / е~*2 cos (3zdz
о

или

Интегрируя это дифференциальное уравнение, получим

К((3) = Се-£. (16)

Определим постоянную С. Из (15) следует

+оо

tf(0)= J e-z2dz=^f
о

(см. §5 гл. XIV). Следовательно, в равенстве (16) должно быть

Итак,

К(р) = &е-£. (17)

Значение (17) интеграла (15) подставляем в (13):
+оо

/ e~a2x2t cos A (a - x)d\ = -±= ^е~£.
О

Подставляя вместо /3 его выражение (14), окончательно получаем

значение интеграла (13):
+оо

/ е-*2*2' cos А (а - x)d\ = ^ Jfе^-2^. (18)
о

Подставив это выражение интеграла в решение (12), окончательно

получим:
+оо

и (х, t) = ^-±= f <р (a) e~{J^T- dot. (19)

*) Возможность дифференцирования легко обосновывается.
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Эта формула, называемая интегралом Пуассона,
представляет собой решение поставленной задачи о распространении тепла в

неограниченном стержне.
Замечание. Можно доказать, что функция и(х, £),

определенная интегралом (19), является решением уравнения (1) и

удовлетворяет условию (2), если функция (р(х) ограничена на

бесконечном интервале (—оо, Н-оо).
Установим физический смысл формулы (19). Рассмотрим

функцию

при
— оо < х < хо,

хо ^ х ^ хо + Ах, (20)

хо + Ах < х < Н-оо.

(а-х)2
-T^Tda (21)2ay/lft

есть решение уравнения (1), принимающее при t = 0 значение

Ф*(х). Принимая во внимание (20), можем написать

х0+Ах

1 f (™-a;)2
и* (х, t) = —т= / (р(а)е 4«2* da.

2ay/7rt J
Хо

Применив теорему о среднем к последнему интегралу, получим

и* (х, t) = ^^ e-iJ^f
, хо < £ < хо + Ах. (22)

2а v 7rt

Формула (22) дает значение температуры в точке стержня в любой

момент времени, если при t = 0 всюду в стержне температура
и* =0, кроме отрезка [х0, х0 + Дх], где она равна (р(х). Сумма
температур вида (22) и дает решение (19). Заметим, что если

р—линейная плотность стержня, с— теплоемкость материала, то

количество тепла в элементе [х0, х0 + Ах] при t = 0 будет

AQ«<£(f)Axpc. (23)

Рассмотрим далее функцию

1 е~{Л^т-. (24)
2а y/irt

Сравнивая ее с правой частью формулы (22) с учетом (23),
говорят, что она дает значение температуры в любой точке стержня

в любой момент времени £, если при t = 0 в сечении f (предельный
случай при Ах —> 0) был мгновенный источник тепла с количеством

тепла Q = ср.
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§ 8. Задачи, приводящие к исследованию решений
уравнений Лапласа. Формулировка краевых задач

В этом параграфе будут рассмотрены некоторые задачи,

приводящие к решению уравнения Лапласа

дх2
+

ду2
+

dz2
~" U* ^

Как уже указывалось, левая часть уравнения (1) обозначается

д2и . д2и . д2и __ д
дх2

+
ду2

+
dz2

- ^'

где Д называется оператором Лапласа. Функции и,

удовлетворяющие уравнению Лапласа, называются гармоническими

функциями.

I. Стационарное (установившееся) распределение температуры
в однородном теле. Пусть имеется однородное тело П,
ограниченное поверхностью а. В §5 было показано, что температура в

различных точках тела удовлетворяет уравнению:

ди
_

2 (&V, , &и , д2и\
dt
~a

\дх2
+

ду2
+

az2y
*

Если процесс установившийся, т.е. если температура не зависит

от времени, а зависит только от координат точек тела, то ■— = 0

и, следовательно, температура удовлетворяет уравнению Лапласа

дх2
+

ay2
+

dz2
~" U* W

Чтобы температура в теле определялась однозначно из этого

уравнения, нужно знать температуру на поверхности а. Таким

образом, для уравнения (1) краевая задача формулируется следующим

образом.
Найти функцию и(х, у, z), удовлетворяющую уравнению (1)

внутри объема П и принимающую в каждой точке М поверхности а

заданные значения:

«|, = 1&(М). (2)
Эта задача называется задачей Дирихле или первой краевой
задачей для уравнения (1).

Если на поверхности тела температура неизвестна, а известен

тепловой поток в каждой точке поверхности, который
пропорционален 2р (см. §5), то на поверхности а вместо краевого условия (2)
будем иметь условие

t\ =Г(М). (3)

Задача нахождения решения уравнения (1), удовлетворяющего

краевому условию (3), называется задачей Неймана или второй
краевой задачей.
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Если рассматривается распределение температур в плоской

области D, ограниченной контуром С, то функция и будет зависеть

от двух переменных х и у и удовлетворять уравнению

дх*
+

ду*
U' w

которое называется уравнением Лапласа на плоскости. Краевые
условия (2) или (3) должны выполняться на контуре С.

П. Потенциальное течение жидкости или газа. Уравнение
неразрывности. Пусть внутри объема П, ограниченного поверхностью
а (в частности, Q может быть и неограниченным), происходит
течение жидкости. Пусть р— плотность жидкости. Скорость жидкости

обозначим

v = vxi + vyj + vzk, (5)

где vx, vy, v2—проекции вектора v на оси координат. Выделим
в теле П малый объем и, ограниченный поверхностью 5. Через
каждый элемент As поверхности S за время Д£ пройдет количество

жидкости

AQ = pvn AS At,

где п—единичный вектор, направленный по внешней нормали

к поверхности S. Общее количество жидкости Q, поступившее
в объем и (или вытекшее из объема о;), выразится интегралом

Q = At If pvn dS (6)
s

(см. §§ 5 и 6 гл. XV). Количество жидкости в объеме и в момент t

было

/// pduj.

За время At количество жидкости, в силу изменения плотности,
изменится на величину

Q = JJJbpd» « AtJJJ^<Lj. (7)
s ш

Предполагая, что в объеме и нет источников, заключаем, что

это изменение вызвано притоком жидкости, количество которой

определено равенством (6). Приравнивая правые части равенств

(6) и (7) и сокращая на At, получим

JjpvndS^JJj^dw. (8)
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Преобразуем поверхностный интеграл, стоящий слева, по формуле
Остроградского (§8 гл. XV). Тогда равенство (8) примет вид

или

jJJA\v{pv)<L> = jJJ%dw

///(if-div(p«)) ** = <>.

В силу произвольности объема и и непрерывности подынтегральной

функции получаем

g-div(pv) = o (9)
ИЛИ

|-£(^)-f(^)-^(^) = o. (9')

Это и есть уравнение неразрывности течения сэюимаемой

эюидкости.

Замечание. В некоторых задачах, например при рассмотрении

процесса движения нефти или газа в подземной пористой среде к

скважине, можно принять

v = ~ gradp,

где р—давление, к—коэффициент проницаемости, и

др „ \др
dt~Adt'

А = const. Подставляя в уравнение неразрывности (9), получим

дрAg + div(fcgradp) = 0

или

-*г-й(*2)+*(*8)+*(*г)- с»»

Если к— постоянная, то это уравнение принимает вид

и мы приходим к уравнению теплопроводности.

Вернемся к уравнению (9). Если жидкость несжимаемая, то

р
= const, ^=0 и уравнение (9) принимает вид

div v = 0. (12)

Если движение потенциальное, т.е. вектор v есть градиент

некоторой функции ф\
v = grad ф,
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то уравнение (12) принимает вид

div (grad ip) = О

или

Sf+£f + £f-°- <13>

т.е. потенциальная функция скорости <р должна удовлетворять

уравнению Лапласа. Во многих задачах, как, например, в задачах

фильтрации, можно принять

v = -к\ gradp,

где р—давление, к\—постоянная; тогда получаем уравнение
Лапласа для определения давления

Краевые условия для уравнения (13) или (13') могут быт

следующими:
1. На поверхности а задаются значения искомой функции р—

давления (условие (2)). Эта задача Дирихле.
2. На поверхности а задаются значения нормальной производной

0^ — задается поток через поверхность (условие (3)). Это задача

Неймана.

3. На части поверхности а задаются значения искомой

функции р—давления, а на части поверхности задаются значения

нормальной производной -гг-
— потока через поверхность. Это задача

Дирихле—Неймана.
Если движение плоско-параллельное, т.е. функция <р (или р)

не зависит от z, то получается уравнение Лапласа в двумерной
области D с границей С:

&+$=<>• (">

Краевые условия типа (2) —задача Дирихле, или типа (3) — задача

Неймана, задаются на контуре С.

III. Потенциал стационарного электрического тока.

Пусть в однородной среде, заполняющей некоторый объем V,
проходит электрический ток, плотность которого в каждой точке

дается вектором J(x, у, z) = Jxi + Jyj + Jzk. Предположим, что

плотность тока не зависит от времени t. Предположим далее, что

в рассматриваемом объеме нет источников тока. Следовательно,
поток вектора J через любую замкнутую поверхность 5, лежащую

внутри объема V, будет равен нулю:

// Jn ds = 0,
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где п—единичный вектор, направленный по внешней нормали

к поверхности. Из формулы Остроградского заключаем, что

divJ = 0. (15)

На основании обобщенного закона Ома определяются в

рассматриваемой проводящей среде электрическая сила Е:

Е = J/X (16)

или

J = \Е,

где А— проводимость среды, которую мы будем считать

постоянной.

Из общих уравнений электромагнитного поля следует, что если

процесс стационарный, то векторное поле Е безвихревое, т.е.

rot E = 0. Тогда аналогично тому, что мы имели при рассмотрении
поля скоростей жидкости, векторное поле является потенциальным

(см. §9 гл. XV). Существует функция кр такая, что

£? = grad<p. (17)

На основании (16) получаем:

J = Agrad<p. (18)

Из (15) и (18) следует:

A div (grad <p) = 0

Получили уравнение Лапласа.

Решая это уравнение при соответствующих краевых условиях,

найдем функцию <р, а по формулам (18) и (17) найдем ток J и

электрическую силу Е.

§ 9. Уравнение Лапласа в цилиндрических координатах.
Решение задачи Дирихле для кольца с постоянными

значениями искомой функции на внутренней
и внешней окружностях

Пусть и(х, у, z)— гармоническая функция трех переменных.

Тогда
д2и , д2и . д2и

__

л /-1 \

дх2
+

ду2
+

dz2
"" U* У '

Введем в рассмотрение цилиндрические координаты (г, <р, z):

х = г cos tp, у
= г simp, z = z,
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откуда

г = у/х2 + у2 , <р = arctg -, z = z. (2)

Заменяя независимые переменные х, у и z на г, <р и z, придем

к функции м*:

и(х, у, z) = u*(r, <р, z).
Найдем уравнение, которому будет удовлетворять и* (г, <р, z) как

функция аргументов г, <р и z.

Имеем
^ _ ^ ^ ^* ^

д2и _д2и* (дг\2 ди* д2т
9

32ц* дг ау д2и* (дЧ>\2< ди* д2<р .

,«ч

дх2 дг2 \дх) + дг ^х2
^

drdip дх дх + д^2 \^У ^ д*2 ' W

аналогично

32ц 32ц* (дг\2 ди* д2т . о д2и* дг dip д2и* (д<р\2. ди* д2<р ,,,

ду2 дг2 \ду) ~*~
дг ду2 drdif ду ду

^
dip2 \ду) ^ dip ду2

' У )

кроме того,
д2и д2и*

dz2 dz2 (5)

о дг дг д2т д2г д(р д<р d2ip d2tp
Выражения для ш, щ, ш, -^, -£, -£, ^, -$ находим

из равенств (2). Складывая правые части равенств (3) — (5) и

приравнивая сумму нулю (так как сумма левых частей этих равенств

равна нулю в силу (1)), получаем

д2и* , 1 ди*_ , _1_ д2и* , д2и*
_ п (е\

дг2
*

г дг
+

г2 dip2
+

dz2
" w

Это и есть уравнение Лапласа в цилиндрических
координатах.

Если функция и не зависит от z и зависит от х и у, то

функция м*, зависящая только от г и <р, удовлетворяет уравнению

а2ц* , г ди^_ , j^ а2ц*
_ п /7\

аг2
"|"

г дг
^

г2 dip2
' ^ ;

где г и (р
—

полярные координаты на плоскости.

Найдем теперь решение уравнения Лапласа в области D

(кольце), ограниченной окружностями Кх: x2+y2 = R\ и ЛГ2: х2+у2 = В%,
принимающее следующие граничные значения:

u\Ki=ui, (8)

и \К2 = и2 , (9)

где щ и tX2
— постоянные.

Будем решать задачу в полярных координатах. Очевидно, что

целесообразно искать решение, не зависящее от <р. Уравнение (7)
в этом случае примет вид

д2и . 1_ ди л

дг2 г дг
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Интегрируя это уравнение, найдем

u = Cilnr + C2. (10)

Определим С\ и Сч из условий (8) и (9):

щ = Ci In Ri + С2, и2 = Ci In i?2 + С2.

Отсюда находим:

Cl = H2^J£i, Ca = щ - (ца ~ tii) -^ =
Ц1 ln Д2 "

Ц2 ln Rl
.

Подставляя найденные значения Ci и Сз в формулу (10),
окончательно получаем

In -=г- U2 In — U\ In -=г-

Замечание. Фактически мы решили следующую задачу. Найти

функцию и, удовлетворяющую уравнению Лапласа в области,
ограниченной поверхностями (в цилиндрических координатах): r = J?i,
г = 1?2, 2 = 0, z = Н, и удовлетворяющую следующим граничным

условиям:

ti |Г=Л1 = tii, ti \r=R2 = ti2 ,

= 0 —

2=0

= 0
z=H

(задача Дирихле— Неймана). Очевидно, что искомое решение не

зависит ни от z, ни от ф и дается формулой (11).

§ 10. Решение задачи Дирихле для круга

Пусть в плоскости Оху имеется круг радиуса R с центром

в начале координат и на его окружности задана некоторая

функция /(<р), где ф— полярный угол. Требуется найти
функцию и(г,ф), непрерывную в круге, включая границу,

удовлетворяющую внутри круга уравнению Лапласа

дх2
+

ду2
(i)

и на окружности круга принимающую заданные значения

«ия = /Ы. (2)

Будем решать задачу в полярных координатах. Перепишем
уравнение (1) в этих координатах:

д2и , 1 ди , _1_ д^и _ п
дг2 г дг

"|"
г2 дер2
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или

^+^ + |? = 0- (!')

Будем искать решение методом разделения переменных, полагая

и = Ф((р)Щг). (3)

Подставляя в уравнение (1'), получим

г2 Ф {if) R"(r) + г Ф {if) R\r) + Ф"(<р) R (г) = О,

или

Ф"Ы
_

r2R"(r) + rR'(r)
_ _, 2 /дч

Ф(у>)
"

Д(г)
" Л * W

Левая часть этого равенства не зависит от г, а правая от <р,

следовательно, они равны постоянному числу, которое мы обозначаем

через —к2. Таким образом, равенство (4) дает два уравнения

Ф"(<р) + А;2Ф(<р) = 0, (5)

r2R"(r) + rR\r) - k2R(r) = 0. (5')

Общее решение уравнения (5) будет
Ф = A cos kif + В sin k(f. (6)

Решение уравнения (5') будем искать в форме R(r) = rTn.

Подставляя R(r) = гш в (5'), получим

r2m (m - 1) rm~2 + rmrm-1 - к2гш = 0

или

m2-k2= 0.

Итак, имеются два частных линейно независимых решения тк
и т~к. Общее решение уравнения (5') будет

R=Crk+Dr~k. (7)

Выражения (6) и (7) подставляем в (3):

ик = (Ак cos kip + Вк sin kif) (Ckrk + Dkr~k). (8)
Функция (8) будет решением уравнения (1') при любом значении fc,
отличном от нуля. Если к = 0, то уравнения (5) и (5') принимают

вид

ф"(<р) = 0, rR"{r) + Я(г) = 0,

и, следовательно,

ко = {А0 + В0<р) (С0 + D0 In r). (8')

Решение должно быть периодической функцией от if, так как при

одном и том же значении г при <р и <р + 2тг мы должны иметь одно

и то же значение решения, потому что рассматривается одна и та

же точка круга. Поэтому очевидно, что в формуле (8') должно
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быть В0 = 0. Далее, мы ищем решение, непрерывное и конечное в

круге. Следовательно, в центре круга при г = 0 решение должно
быть конечным, и потому в формуле (8') должно быть D0 = 0, а

в формуле (8) Dk = 0.

Таким образом, правая часть (8') обращается в произведение

Л0Со, которое мы обозначим через А0/2. Итак,

Щ = f ■ (8")

Мы будем составлять решение нашей задачи в виде суммы

решений вида (8), так как сумма решений есть решение. Сумма
должна быть периодической функцией от <р. Это будет так, если

каждое слагаемое будет периодической функцией от <р. Для этого

к должно принимать целые значения. (Заметим, что если бы

мы приравняли части равенства (4) числу H-fc2, то не получили

бы периодического решения). Мы можем ограничиться только

положительными значениями

К = 1, Z, • • •

, 71, . . .

,

так как в силу произвольности постоянных А, В, С, D
отрицательные значения к новых частных решений не дают. Итак,

оо

и(г,<р) = ^- + Y^(An cosпЧ> + вп sinпф)гп (9)
71=1

(постоянная Сп включена в Ап и Вп). Подберем теперь
произвольные постоянные Ап и Вп так, чтобы удовлетворялось краевое
условие (2). Подставляя в равенство (9) г = Д, на основании

условия (2) получаем

оо

f((p) = ^ + Yl(An со*П(Р + вп smn(p)Rn. (10)
71=1

Чтобы имело место равенство (10), нужно, чтобы функция f (<р)
разлагалась в ряд Фурье в интервале (—7г, 7г) и чтобы AnRn и

BnRn были ее коэффициентами Фурье. Следовательно, Ап и Вп
должны определяться по формулам

7Г 7Г

An = 7jF J f(t)coentdt, Вп = ^У J f(t)smntdt. (11)
—7Г —7Г

Итак, ряд (9) с коэффициентами, определенными по формулам
(11), будет решением нашей задачи, если он допускает почленное

двукратное дифференцирование по г и по <р (но это нами не

доказано). Преобразуем формулу (9). Подставляя вместо Ап и Вп их

выражения (11) и производя тригонометрические преобразования,
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получим

7Г
00

7Г

4^)=£//(0*+£E/*Wcoen(t-¥>)*(£)" =

тг П=1 _
— 7Г —7Г

= £ //wfl + 2f;(^)ncosn(«-<p)]dt. (12)
Л L "=i J

Преобразуем выражение, стоящее в квадратных скобках *Ь

1 + 2Е (й)" cosn(«-V) = 1 + f; (s)" [e<»('-*') + e-'»('-*')] =
П=1 П=1

I.e.(t-*>) Z.e-<(e-¥>)
R . R

= 1 + — +
1_ '«*<«-»> i_.Le-i («-*>)

-(*)
_

R?-r>
(13)

1 or U ^{r\2 R2-2Rrcos(t-4>) + r2

Заменяя выражение, стоящее в квадратных скобках в формуле (12),
выражением (13), получим

ж

и {г, V)=± J f d) fl2.2Rrt:(f-y)+r2 *• (i4)
— 7Г

Формула (14) называется интегралом Пуассона. Путем анализа

этой формулы доказывается, что если функция / ((f) непрерывная,
то функция и(г, <р), определенная интегралом (14), удовлетворяет

уравнению (1') и при г —► R будет и (г, <р) —► /(<р), т.е. и (г, <р)
является решением поставленной задачи Дирихле для круга.

*) В процессе вывода мы определяем сумму бесконечной геометрической

прогрессии, знаменатель которой есть комплексное число, модуль которого меньше

единицы. Эта формула суммы геометрической прогрессии выводится так же, как

и в случае действительных чисел. При этом следует учесть определение предела

комплексной функции действительного аргумента. Здесь аргументом является п

(см. §4 гл. VII т. I).
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§ 11. Решение задачи Дирихле методом конечных разностей

Пусть в плоскости Оху дана область D, ограниченная

контуром С. Пусть на контуре С задана непрерывная функция /.
Требуется найти приближенное решение уравнения Лапласа

удовлетворяющее граничному
условию

У\ С*

1Ц"
Л
/

LP
И
И
и
г

1 1 Y 1 1 1 1 1
NJ
ГТт

о\

с

1/1111111_Ш1

И >J1 >1

Mi
ш

1 1 1 1 1 У 1 1

ы1 1 II И II
Ml И

X

u\c=f.
Проведем два семейства

мых

х = ih и у = fcft,

(2)

пря-

Рис. 395.

(з)
где h—заданное число, ink

принимают последовательные

целочисленные значения. Будем
говорить, что область D покрыта
сеткой. Точки пересечения

прямых будем называть узлами сетки.

Приближенное значение искомой функции в точке

х = ih, у = kh

будем обозначать щ^, т.е. u(ih,kh) = u^k- Аппроксимируем
область D сетчатой областью -D*, состоящей из всех квадратов,
целиком лежащих в области D, и некоторых пересекаемых
границей С (последние можно и не учитывать). При этом контур С

аппроксимируется контуром С*, состоящим из отрезков прямых
типа (3). В каждом узле, лежащем на контуре С*, зададим

значение /*, равное значению функции / в ближайшей точке контура
С (рис. 395).

Значения искомой функции будем рассматривать только в узлах

сетки. Как уже было сказано в §6, в рассматриваемом
приближенном методе производные заменяются конечными разностями:

д2и
__

Щ+1,к ~2щ,к +Щ-1,к

дх2\ -I. II." h2

д2и Щ,к+1 ~2щ,к +Щ,к-1

дУ2 -I. II.
h2

Дифференциальное уравнение (1) заменяется разностным

уравнением или уравнением в конечных разностях (после
сокращения на ft2):

^г+1, к
- 2tAi, к + Ui-\t к + U{y k+\

- 2lAf, к + U{y k-l =0
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или (рис. 396)

Uhk = тСМг+1,]к +'Мг,]к+1 + Ui-l,k + U^ k-l )• (4)

(ijt+l)

0-1, k) (i,k) (i+t.k)

(i,k-l)

Для каждого узла сетки, лежащего внутри области D* (и не

лежащего на границе С*), составляем уравнение (4). Если точка

(х = ih, у = kh) —соседняя с точкой контура С*, то в правой
части равенства (4) некоторые слагаемые суть известные значения /*.
Таким образом, получаем

неоднородную систему N уравнений с N

неизвестными (N— число узлов сетки,

лежащих внутри области D*).
Докажем, что система (4) имеет

решение, и притом единственное. Это

есть система N линейных уравнений
с N неизвестными. Она имеет

единственное решение в том случае, если

определитель системы отличен от

нуля. Определитель системы отличен от

нули, если однородная система имеет только тривиальное

(нулевое) решение. Система будет однородной, если /* =0 в узлах
сетки на границе контура С*. Мы докажем, что в этом случае

все значения u^k во всех внутренних узлах сетки равны нулю.

Пусть внутри области есть щук, отличные от нуля. Для
определенности предположим, что наибольшее из них положительно.

Обозначим его через щ, k > 0.

На основании формулы (4) напишем

Рис. 396.

Щук = т(^г+1,/г +^г,/г+1 + Ui-l,jfe + ^г, k-l )• (4')

Это равенство может иметь место только в том случае, если

все значения и, стоящие справа, равны наибольшему Uiyk- Теперь
имеем пять точек, в которых значения искомой функции суть щ, k •

Если ни одна из этих точек не есть граничная, то, беря одну из

них и написав для нее равенство (4), докажем, что в нескольких

других точках значение искомой функции будет равно щу k •

Продолжая так, дойдем до границы и докажем, что в граничной точке

значение функции будет равно Uiy k • Это противоречит тому, что

в граничных точках /* = 0.

Предполагая, что внутри области имеется отрицательное

наименьшее значение, мы докажем, что на границе значение функции
отрицательно. Это противоречит данному условию.

Итак, система (4) имеет решение, и притом единственное.

Определенные из системы (4) значения щ^ и есть

приближенные значения решения сформулированной выше задачи Дирихле.

Доказано, что если решение задачи Дирихле для данной области
D и данной функции / существует (обозначим его через и (х, у))
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и если U{,k есть решение системы (4), то имеет место соотношение

\и(х, у)-щук\ < Ah2, (5)

где А— постоянная, не зависящая от h.

Замечание. Бывает оправдан, хотя строго и не доказан,

следующий прием для оценки погрешности приближенного
решения. Пусть и\ к' — приближенное решение при шаге 2ft, и\'к —
приближенное решение при шаге ft, Ен(х,у) — погрешность

решения и\ к. Тогда имеет место приближенное равенство

Sfc(*. у) «i (»<?*>-«$)
в общих узлах сеток. Итак, для того чтобы определить

погрешность приближенного решения при шаге ft, нужно найти решение

при шаге 2ft. Одна треть разности этих приближенных решений
и является оценкой ошибки решения при шаге ft. Это замечание

можно отнести и к решению уравнения теплопроводности методом

конечных разностей.

Упражнения к главе XVIII

1. Вывести уравнение крутильных колебаний однородного цилиндрического

стержня.

Указание. Закручивающий момент в сечении стержня с абсциссой х опреде-

ляется формулой М = GI ——, где 6(х, t) — угол закручивания сечения с абсцис-
дх

сой х в момент £, G
—

модуль сдвига, / — полярный момент инерции поперечного

сечения стержня.

д2в
2
д2в

2
GI

Отв. —- = az ——-

, где az = ——
, к — момент инерции единицы длины

at2 ох2 к
стержня.

л хх
д2в . д2в

2. Найти решение уравнения —— = az ——-

, удовлетворяющее условиям
at2 ох2

0(0,0 = 0, 0(М) = О, $(х,0) = <р(х),
дв(<*>0)

= 0, где
ot

Ч> (*) = —j— при 0 ^ х ^ -

,

еул j

tp (x) — h 20о при
- ^ х ^ /.

Дать механическую интерпретацию задачи.

Ошв. 0(х, t) = — £ sin - cos ^ -L
.

тг2 Jfc=o (2fc + lr l I

3. Вывести уравнение продольных колебаний однородного цилиндрического

стержня.

Указание. Если и(х, t) — перемещение сечения стержня с абсциссой х в

момент £, то растягивающее напряжение Т в сечении х определяется формулой
ди

Т = ES ——

, где Е
—

модуль упругости материала, S—площадь поперечного се-
дх

чения стержня.
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д2и 9 д2и 0 Е
Отв. —— = а' —-

, где а* =
—, р— плотность материала стержня.

dt2 oxz р
4. Однородный стержень длины 21 под действием сил, приложенных к его

концам, укоротился на величину 2А. При t = 0 он освобожден от действующих

внешних сил. Определить смещение u(x, t) сечения стержня с абсциссой х в

момент t (средняя точка оси стержня имеет абсциссу х = 0).

п , ^
8А ~ (~l)fe+1 . (2* + 1)тгх (2к + 1)тга1

Отв. и (х, t) = —- >J у —гт sin cos .

тг2 к=о(2к + 1)2 21 21

5. Один конец стержня длины I закреплен, а на другой действует
растягивающая сила Р. Найти продольные колебания стержня, если при t = 0 сила Р

не действует.

SPI ~ (-1)" . (2п + 1)тгх (2п + 1)тга*
Отов.

„^ о 2^ 77 ^7 Sln : cos -г (смысл Е и S см.
EStt2 п=о (2п +1)2 21 21

V

в задаче 3).
д2и 0 д2и

6. Найти решение уравнения —— = а —о » удовлетворяющее условиям
dt2 дх2

ди (х 0)
u(0, t) = 0, u(Z, t) = A sinwt, u(x, 0) = 0, 1-!—i = о.

at

Дать механическое истолкование задачи.

^sin^xsinu;* 2i4a;aoo (_l)»-l . nirat птгх
Отв. u(x,t)=

s.n^
+_Е^

m— cos— .

Указание. Решение искать в виде суммы двух решений:

: v + w, где ги =

A sin — х sincjt
a

sin — I
a

—

решение, удовлетворяющее условиям:

«(0ft) = 0f v(l,t) = 0,

,
n, , лЧ av(x, 0) aw(x, 0)

t; (x, 0) = -w (x, 0), у
'
= ^_Z .

(Предполагается, что sin — l ф 0.)
- „ „

ди 2 д2и
7. Найти решение уравнения — = а* —-

, удовлетворяющее условиям:
dt дх2

u(0, t) = 0, u(Z, t) = 0, t>0,

при 0 ^ x ^ //2,
■ x при 1/2 < x < I.

«(*,o) = {*_:
тг2 n=0 (2n + l)2 /

Указание. Решить задачу методом разделения переменных.

ди 0 д2и
8. Найти решение уравнения — = а2 —-

, удовлетворяющее условиям:
dt дх2

u(0f t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) =
X^1~X)

.

7Г3 n=0 (2n + l)3 *
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л тт ~
ди 1 д2и

9. Найти решение уравнения — = а* —-
, удовлетворяющее условиям:

dt дх1

ди

дх

Указать физический смысл задачи.

= 0, и (I, t) = uo, и (ж, 0) = tp (x).
х=0

оо 2*2 (2п + 1) 7Г

Отв. и (ж, t) = uo + 51 Апе~а n< cos ж,9/ ~' ГДе
n=0 2t

u-f/к (2п + 1)тгж . (-l)n4u0
х) cos ах — ■ь—

'
21 тг(2п + 1)

о

Указание. Искать решение в форме и = ио + v (ж, £).
du 9 d2u

10. Найти решение уравнения — = а* —-
» удовлетворяющее условиям:

dt дх2.

/ ч ди
"(о,0 = о, —

ОХ

= -Ни | ,,
и (ж, 0) = у? (ж).

с=1

Указать физический смысл задачи.

оо п2 4- и2 Мпа2*2 I* д.

Отв. и (ж, 0 = £ Л„ /, ,ч , 2
е-/7- sin ^- , где

п=1 p(p+l) + /i* *

2 '
их

Лп = - J (р (х) sin —^— dx, р = Я/, ui, U2, ..
, Мп —положительные корни урав-

I о t

нения tg и = —и/р.
Указание. На конце стержня при х = I происходит теплообмен с окружающей

средой, температура которой равна нулю.

11. Найти (по формуле (10) §6, полагая h = 0,2) приближенное решение

ди д2и
уравнения

— = 2 —г- , удовлетворяющее условиям
dt дх2,

и (ж, 0) = х( ж), u(0, t) = 0, u(l, *)=-, 0^t^4/.

д2и д2и
^ ^

12. Найти решение уравнения Лапласа —- Н т = 0 в полосе 0 ^ х ^ а,
дх2, дуг

0 ^ у < +оо, удовлетворяющее условиям

и(0, у) = 0, и (а, у) = 0, и (ж, 0) = А (l - -) , и (ж, +оо) = 0.

2Л ~ 1 _»*у .
птгж

Gwie. u (ж, t) = — 2-f
— e а sm •

7Г n=i n а

Указание. Искать решение методом разделения переменных.

д2и д2и
13. Найти решение уравнения Лапласа ——- + —г- = 0 в прямоугольнике

дх£ дуг
О^ж^а, О^у^Ь, удовлетворяющее условиям

и (ж, 0)=0, и(ж,Ь) = 0, и (0, у) = Ау(Ь-у), и(а, у) = 0.

(2п + 1)тг(а-ж) . (2п + 1)тгу
, ч

8АЬ2 ~

Ome. u (ж, t) = —г- 2^

sh sin -

тт3 п=о (2п + 1)3 =ь(2п + 1)тга
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д2и д2и
14. Найти решение уравнения —- Н = 0 внутри кольца, ограниченного

дх2 ду2

окружностями х2 + у2 = R2, х2 + у2 = Я2,, удовлетворяющее условиям

ди I

дг

Q i
= Н . w D

= U2 .

Дать гидродинамическое истолкование задачи.

C/me. u = U2 In — .

2А7Г г

Указание. Решить задачу в полярных координатах.

15. Доказать, что функция и (ж, у) = е~у since есть решение уравнения

—- Н г- = 0 в квадрате 0 ^ х ^ 1, 0 ^ у ^ 1, удовлетворяющее условиям
дх2 ду2

и (О, у) = 0, и(1, у) = е_у sinl, и (ж, 0) = since, u (ж, 1) = е-1 since.

16. В задачах 12—15 решить уравнения Лапласа при данных граничных

условиях методом конечных разностей при h = 0,25. Сравнить приближенное решение
с точным.



Глава XIX

ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
И НЕКОТОРЫЕ ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ

Операционное исчисление в настоящее время является одной из

важных областей математического анализа. В физике, механике,

электротехнике и других науках при решении различных вопросов

используются методы операционного исчисления. Особенно

широкое применение операционное исчисление находит в современной
автоматике и телемеханике. В этой главе (на базе материала

предыдущих глав учебника) будут даны основные понятия

операционного исчисления*) и изложены операционные методы решения
обыкновенных дифференциальных уравнений.

§ 1. Начальная функция и ее изображение

Пусть задана функция действительной переменной t,
определенная при t ^ О (иногда мы будем считать, что функция f (t)
определена на бесконечном интервале —оо < t < Н-оо, но / (t) = О

при t < 0). Будем предполагать, что функция f (t) кусочно

непрерывная, т.е. такая, что в любом конечном интервале она имеет

конечное число точек разрыва 1-го рода (см. §9 гл. II т. I). Для
обеспечения существования некоторых интегралов в бесконечном

интервале 0 ^ t < Н-оо мы наложим на функцию f (t)
дополнительное ограничение. Именно будем предполагать, что существуют
постоянные положительные числа М и so такие, что

\f(t)\<MeSot (1)

при любом значении t из интервала 0 ^ t < Н-оо.

*) Для дальнейшего изучения операционного исчисления и его приложений
можно указать следующие книги: Лурье А. И. Операционное исчисление и его

приложения к задачам механики.—М.-Л.: Гостехиздат, 1950; Диткин В. А. и

Кузнецов П. И. Справочник по операционному исчислению. — М.-Л.:

Гостехиздат, 1951; Диткин В. А. и Прудников А. П. Интегральные преобразования и

операционное исчисление. — М.: Физматгиз, 1961; Микусинский Я.

Операционное исчисление. — М.: ИЛ, 1956.
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Рассмотрим произведение функции f (t) на комплексную

функцию e~pt действительного переменного*) t, где р = a + ib (а > 0)—
некоторое комплексное число:

e-ptf(t). (2)
Функция (2) —тоже комплексная функция действительного
переменного t:

e~ptf(t) = e-<e+*>*/(*) = e~atf(t) e~ibt = e~atf{t) cos bt - ie~atf(t) sin Ы.

Рассмотрим, далее, несобственный интеграл

+оо +оо +оо

/ e~ptf (t) dt= f e~atf (t) cos bt dt - i f e~atf (t) sin bt dt. (3)
0 0 0

Покажем, что если функция f (t) удовлетворяет условию (1) и

а > 5о, то интегралы, стоящие в правой части равенства (3),
существуют и сходимость интегралов абсолютная. Оценим сначала

первый из этих интегралов:

+ оо +оо

/ e~at/ (t) cos btdtl^ J \ e~atf (t) cos bt \ dt <
о

+oo +oo

«О

-t-oo -t-oo

< M f e-ateSotdt = M f e'la'ao)t'dt = ^

Аналогичным образом оценивается и второй интеграл. Итак, инте-

+оо

грал J e~ptf (t) dt существует. Он определяет некоторую функцию
о

от р, которую мы обозначим**^ F(p):
+оо

F(p)= I e-ptf(t)dt. (4)
о

Функция F(p) называется лапласовым изобраэюением или

Ь-изобраэюением, или просто изображением функпдш / (t).
Функцию f(t) называют начальной функцией, или оригиналом.
Если F(p) есть изображение функции /(£)> то пишут так:

F(p) + f(t), (5)

*) О комплексных функциях действительного переменного см. § 4 гл. VII.

**) функция F(p) при р ф 0 есть функция комплексного переменного (см.,
например, книгу: Смирнов В. И. Курс высшей математики, т. III, ч. 2). — М.:

Наука, 1974). Преобразование (4) аналогично преобразованию Фурье,
рассмотренному в § 14 гл. XVII.
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ИЛИ

f(t) + F(p), (6)
ИЛИ

L{f(t)} = F(p). (7)
Как мы увидим в дальнейшем, смысл введений изображений

заключается в том, что с их помощью удастся упростить

решение многих задач, в частности, свести решение

дифференциальных уравнений к проведению простейших алгебраических операций
для нахождения изображения. Зная изображение, можно

найти оригинал или по заранее составленным таблицам «оригинал—

изображение», или методами, которые изложены ниже. Возникают

следующие естественные вопросы.

Пусть дана некоторая функция F(p). Существует ли

функция /(£)> Для которой F(p) является изображением? Если

существует, то единственна ли такая функция? На оба вопроса при
определенных предположениях относительно F(p) и / (t) дается

положительный ответ. В частности, единственность изображения
устанавливается следующей теоремой, которую мы приведем без

доказательства:

Теорема единственности. Если две непрерывные функции <р (t)
и ip(t) имеют одно и то же L-изображение F(p)f то эти

функции тождественно равны.
Эта теорема во всем дальнейшем играет очень важную роль.

Действительно, если при решении практической задачи мы

каким-то образом определили изображение искомой функции, а

потом по изображению нашли начальную функцию, то на

основании сформулированной теоремы мы заключаем, что найденная

функция есть решение поставленной задачи, и других решений не

существует.

§ 2. Изображение функций ao(t), sint, cos*

I. Функция /(£), определенная так:

f(t) = l при *^0,

f(t) = 0 при t < О,

называется единичной функцией Хевисайда и обозначается

через do (t). График этой функции изображен на рис. 397. Найдем

L-изображение функции Хевисайда:

+оо

L{a0(t)}= f e~ptdt=-^
+оо

= 1 *)
р

*' При вычислении интеграла / e~pt dt можно было бы его представить как

о

сумму интегралов от действительных функций; мы получили бы тот же

результат. Это замечание относится и к последующим двум интегралам.
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Итак

или, точнее,

ИЗМЕНЕННЫЙ МАСШТАБ

14-i

389

(8)

a0{t)^\.

1

0

*,(*)

Tt

В некоторых руководствах по операционному

исчислению изображением функции f (t) называют

выражение
+оо

Рис. 397.

F*(p)=p J e-"f(t)dt.

При таком определении будем иметь: сг0 (£)«-т-1, а следовательно,

С «-г- С, точнее, С<т0 (t) «-5- С.

II. Пусть / (t) = sin t; тогда

+оо

L{sin*} = j e~" smtdt = 6~Р'(~^'
— cos t)

+ oo

P2 + 1

Итак,
sin£ «

P2 + l
(9)

III. Пусть / (£) = cos t; тогда

+oo

L{cost} = | e-* созЫ* = е""'(8у+7С05<)
+oo

—
P

P2 + 1

Итак,
cos£ «

P2 + l
(10)

§ 3. Изображение функции с измененным масштабом

независимого переменного.

Изображение функций sin at, cos at

Рассмотрим изображение функции f(at), где a > 0:

+оо

L{f(at)}= f e-ptf(at)dt.

Сделаем замену переменного в последнем интеграле, полагая

z = at; следовательно, dz = a eft; тогда получаем

L{f(*t)} = ± J e-Zzf(z)dz
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ИЛИ

м/(<*)> = £*■(!)•
Таким образом, если

то

:*" (!)* /<*>• (")

Пример 1. Из формулы (9) на основании (11) непосредственно получаем

sin at +-i
а /_А2

+ 1Ю'
sinat<4- о

fl

о
• (12)

р2 + a2

Пример 2. Из формулы (10) на основании формулы (11) получаем

cos at *т-

cosat

i
a

*

(if-
P

p2 + a2
' (13)

§ 4. Свойство линейности изображения

Теорема. Изображение суммы нескольких функций,
умноженных на постоянные, равняется сумме изобраэюений этих функций,
умноженных на соответствующие постоянные, т. е. если

п

/(*) = £<?,/<(*) (14)
г=1

(С{—постоянные) и

F(p)^f(t), Fi(p)+>fi(t),
то п

FW^dFiip). (14')
г=1

Доказательство. Умножая все члены равенства (14) на e~pt и

интегрируя по i в пределах от 0 до +оо (вынося множители С{ за

знак интеграла), получаем равенство Ц4').
Пример 1. Найти изображение функции

/(f) = 3 sin 4*-2 cos 5*.

Решение. На основании формул (12), (13) и (14') получаем

MfM]-3
4 о Р_ _ _12 2р_M/W~

V + 16 V + 25 "р2 + 16 р2 + 25'
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Пример 2. Найти начальную функцию, изображение которой выражается

формулой

F(n\- 5 , 20р

Решение. Представим F(p) так:

Следовательно, на основании формул (12), (13) и (14') получаем:

f(t) = | sin2t + 20cos3t.

Из теоремы единственности § 1 следует, что это единственная начальная

функция, соответствующая данной F(p).

§ 5. Теорема смещения

Теорема. Если F(p) есть изображение функции f(t), то

F(p + a) есть изображение функции e~atf(t), т.е.

если F(p)-r+f(t), то F(p + a) ^e~Qt/ (t). (15)

(Здесь предполагается, что Re(pH-a) > s0-)
Доказательство. Найдем изображение функции e~atf(t):

+оо +оо

L {e~atf {t)}= f e~pt-Qtf {t) dt= f e"(p+Q) 7 {t) dt.

о о

Таким образом,

L{e-atf(t)} = F(p + a).

Доказанная теорема позволяет значительно расширить класс

изображений, для которых легко находятся начальные функции.

§ 6. Изображение функций

e~at, shat, chat, e~atsinat, e~at сов at

Из формулы (8) на основании формул (15) непосредственно

следует

-4--^e-Qt. (16)
р + a v '

Аналогично
-J— ++eQt. (16')
Р
— Q

Вычитая из членов соотношения (16') соответствующие члены

соотношения (16) и деля результаты вычитания на два, получаем
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или (записывая а вместо а)

-^^sh at. (17)

Аналогично, путем сложения (16) и (16') получаем

-^^chat. (18)

Из формулы (12) на основании формул (15) следует

а _. -а*e~at sin at. (19)
(p + a)2+a2

Из формулы (13) на основании формул (15) следует

( I%\ 2++e-at cos at. (20)
(р + ау +аг

v

Пример 1. Найти начальную функцию, изображение которой задается

формулой

^ ~

р2 + Юр + 41
'

Решение. Преобразуем F (р) к виду выражения, стоящего в левой части

соотношения (19):

р2 + Юр + 41 (р + 5)2 + 16 4 (р + 5)2 + 42
'

Итак,

F(P)-7- *
4 (р + 5)2+42'

Следовательно, на основании формулы (19) будем иметь

F(p)+>|e"5t sin4t.

Пример 2. Найти начальную функцию, изображение которой задается

формулой
„, v

_ Р + 3
tKJ>)-

р2 + 2р+Ю'

Решение. Произведем преобразование функции F (р):

Р + 3
^

(р + 1) + 2
^

р+1 2

р2 + 2р + 10 (р + I)2 + 9 (р + I)2 + З2 (р + I)2 + З2

-
Р+1 | 2

Q

"г о

(р+1)2+32Т3 (р+1)2+32'

на основании формул (19) и (20) находим начальную функцию:

F (р) +► е~* cos 3* + \ е~ь sin 3*.
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§ 7. Дифференцирование изображения

Теорема. Если F (р) -г* / (t), то

{-ir^F{p)^tnf(t). (21)

Доказательство. Докажем сначала, что если f (t)
удовлетворяет условию (1), то интеграл

+оо

f e-^(-t)nf(t)dt (22)
о

существует.
По условию | / (t) | < MeSot, р = а + гб, а > so; при этом а > О,

so > 0. Очевидно, что найдется такое е > 0, что будет выполняться

неравенство а > so + е. Так же, как и в §1, доказывается, что

существует интеграл

+оо

je-^^\f{t)\dt.
о

Оценим, далее, интеграл (22):
+оо +оо

/ I e~pt tnf{t)\dt= f \ e"(p-£)
< e~£t tn f (t) \ dt.

о о

Так как функция e~ettn ограничена и по абсолютной величине

меньше некоторого числа N при любом значении t > 0, то можно

написать

+оо +оо +оо

[\e-pttnf{t) \dt<N f\e-(p-£)</(t) |dt=N I"e-<e-e>'|/(*) |dt< +oo.

0 0 0

Таким образом, доказано, что интеграл (22) существует. Но этот

интеграл можно рассматривать как производную n-го порядка по

лапараметру р^ от интеграла

J e-ptf(t)dt
о

*) Мы ранее установили формулу дифференцирования определенного

интеграла по действительному параметру (см. §10 гл. XI т. I). Здесь параметр р
—

комплексное число, но формула дифференцирования остается справедливой.
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Итак, из формулы
+оо

F(p)= J е-"f{t) Я
о

получаем формулу
+оо +оо

J е~* (-*)» / (t) dt = £ J e-"f (t) dt.

0 0

Из этих двух равенств получаем

+оо

(-l)n£F(p)= f e~*tnf(t)dt,
о

т.е. формулу (21).
Используем формулу (22) для нахождения изображения

степенной функции. Напишем формулу (8):

р

Из этой формулы на основании формулы (21) получаем

^ * (;)* '•
или

Аналогично

При любом п получаем:

Р2

п! .г

рп+
1 "^ 1 (23)

а
+°°

Пример 1. Из формулы (см. (12)) *

а

i, = Г е-Р* sin atdt путем диффе-
Р +« О

ренцировании левой и правой частей по параметру р получаем

2^ 4+t sin at. (24)
(p2+a2)2

Пример 2. Из формулы (13) на основании формулы (21) получаем

а ~Р
-^tcosat. (25)

(р2 + а2)2

Пример 3. Из формулы (16) на основании формулы (21) получаем

(р + ау
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§ 8. Изображение производных

Теорема. Если F(p) -r+ f(t), то

pF(p)-f(0)++f(t). (27)
Доказательство. На основании определения изображения

можем написать
+оо

L{f'(t)}= j e-"№dt. (28)
о

Будем предполагать, что все производные /'(£)> /"(*)> •••> /*ПН*)>
которые нам встретятся, удовлетворяют условию (1) и,

следовательно, интеграл (28) и аналогичные интегралы для последующих

производных существуют. Вычисляя по частям интеграл, стоящий
в правой части равенства (28), найдем

+оо _. +оо

L {/'(*)} = / e-"7'(t) dt = е-" /(*) + pj е"*/ (*) А.
о

°
о

Но по условию (1)
lim e~ptf (t) = О,
t—ЮО

а
+оо

J e-"f(t)dt = F(p).
о

Поэтому
^ {/'(*)} = -/(о) + р^(р)-

Теорема доказана. Рассмотрим далее изображение производных
любого порядка. Подставляя в формулу (27) вместо F (р)
выражение pF(p) - f (0), а вместо f (t) — выражение /'(£), получим

p\pF(p)-f(0)]-f'(t)^f"(t),
или, раскрывая скобки,

P2F(p)-pf(0)-f'(0)++f"(t)- (29)
Изображение для производной n-го порядка будет

PnF (р) - [рп_1/ (0) + Рп-2/'(0) +... +р/(п-2)(0) + /("-^(О)] Ч-+/<»>(*).
(30)

Замечание. Формулы (27), (29), (30) упрощаются, если

/ (0) = /'(0) = ... = /<п-1)(0) = 0. В этом случае получаем

pF(p)++f'(t),

p»F(p) *>/<">(*)•
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§ 9. Таблица некоторых изображений

[ГЛ. XIX

Для удобства пользования полученными изображениями
поместим их в одну таблицу.

Таблица 1

п/п

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

При

F(p) = j e-^f{t)dt
0

1

V

а

р2+а2

Р

р2 + а2

1

P+OL

а

2 2
р£ — or

Р

р2 — Q2

а

(р + а)2 + а2

р + а

(р + а)2 + а2

рП
+ 1

2ра

(р2+а2)2
р2-а2

(р2+а2)2
1

(рЦ-а)2
1

(Р2 + *2)2

ЫГ^Нр)
Fi (Р) Ъ (р)

[мечание. Формулы 13 и 15 этой Ta6j

f(t)

1

sin at

cos at

e~at

sh at

chat

e~atsinat

e~atcosat

tn

t sin at

t cos at

te~at

—2 (sin at — at cos at)

tnf(t)

Jfl(r)f2(t-r)dT
0

тицы будут выведены позднее.
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Замечание. Если за изображение функции / (t) мы возьмем

+оо

F*(p)=p J e~"f(t)dt,
о

то в формулах 1-13 таблицы выражения, стоящие в первом

столбце, следует умножить на р. Формулы же 14 и 15 изменятся

значительнее. Так как F*(p) = pF(p), то, подставляя в левой

части формулы 14 вместо F (р) выражение
'р' и умножая на р,

получим

14'. (_i)np|L(£^))^,n/W.
Подставляя в левой части формулы 15

и умножая это произведение на р, получим
t

15'. \FZip)FHp)*+jh (т)/а (t - r)dr.
О

§ 10. Вспомогательное уравнение
для данного дифференциального уравнения

Пусть мы имеем линейное дифференциальное уравнение п-го

порядка с постоянными коэффициентами ао, а\, ..., an_i, an:

ao!^ + a1^ + ... + an-1% + anx{t) = f(t). (31)

Требуется найти решение этого уравнения х = x(t) при t ^ О,

удовлетворяющее начальным условиям:

*(0) = *0, х'{0) = х'0, ..., x("-1)(0) = x^-1). (32)

Поставленную задачу ранее мы решали так: находили общее

решение уравнения (31), содержащее п произвольных постоянных;
потом постоянные определяли так, чтобы удовлетворялись
начальные условия (32).

Здесь мы изложим более простой метод решения этой задачи—

метод операционного исчисления. Будем находить L-изображение
решения x(t) уравнения (31), удовлетворяющего условиям (32).
Это L-изображение обозначим через х(р); таким образом, х(р) -г->

+>x(t).
Предположим, что существуют изображения решения

уравнения (31) и его производных до порядка п (после разыскания

решения мы можем проверить справедливость этого

предположения). Умножим все члены равенства (31) на e~pt, где p = a + ib,
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и проинтегрируем по t в пределах от 0 до Н-оо:

+оо +оо +оо

а0 f e-pt£fidt + a! f e~pt ^^dt + ... +ап f e~ptx(t)dt =

0 0 0

+oo

= [ e~ptf(t)dt. (33)
о

В левой части равенства стоят L-изображения функции x(t) и ее

производных, справа L-изображение функции /(£), которое
обозначим через F(p). Следовательно, равенство (33) можно переписать

так:

aoL{^}+alL{%£} + ... + anL{x(t)} = L{f (*)}•

Подставляя в это равенство вместо изображений функции и ее

производных выражения (27), (29), (30), получаем

ао{рпх(р) - (р^'хо +Рп~2х'0 +рп-3х'{ + ... + 4П"1})}+
+ ai{pn~lx (р) - (рп-2х0 + рп~3х'0 + ... + 4П~2))}+

+ ап_ 1 {рх (р) - х0 } + апх (р) = F(p). (34)

Уравнение (34) называется вспомогательным уравнением, или

изображающим уравнением. В этом уравнении неизвестным

является изображение х(р), которое из него и определяется.

Преобразуем его, оставив в левой части члены, содержащие х(р):

х(р) (а0рп + aipn~l + ... + an_ip + an) =

= a0 (pn~lxo + Pn'2x'0 + ... + 4n-1))+
+ oi (pn~2x0 + Pn~3x,0 + ... + 4""2))+

+ an_2 {px0 + x'0) + an_ix0 + F (p). (34')

Коэффициент при х(р) в левой части равенства (34') есть

многочлен п-й степени от р, который получается, если в левую часть

уравнения (31) вместо производных поставить соответствующие
степени р. Обозначим его через <р„ (р):

<Рп (р) = а0рп + aipn~l + ... + an_ip + an . (35)

Правая часть уравнения (34') составляется следующим образом:
коэффициент an_i умножается на хо,

коэффициент ап-2 умножается на рхо + х'0,
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коэффициент а\ умножается на рп~2х0 +рп~3х'0 + ... + Xq2\
коэффициент ао умножается на рп~1хо + рп~2х'0 + ... + #о •

Все эти произведения складываются. Прибавляется еще

изображение правой части дифференциального уравнения F(p). Все члены

правой части равенства (34'), кроме F(p), после приведения

подобных членов образуют многочлен от р степени п — 1 с известными

коэффициентами. Обозначим его через фп-\ (р)- Таким образом,
уравнение (34') можно переписать так:

* (р) 4>п (р) = Фп-i (р) + F(p).

Из этого уравнения и определяем х(р):

1(р) = Ц(£) + М. (36)

Такое определенное х(р) есть изображение решения x(t)
уравнения (31), удовлетворяющего начальным условиям (32). Если

теперь мы найдем функцию х*(£), изображение которой— функция
х(р), определенная равенством (36), то на основании теоремы

единственности, сформулированной в § 1, будет следовать, что x*(t) есть

решение уравнения (31), удовлетворяющее условиям (32), т.е.

x*(t) = x(t).

Если мы будем находить решение уравнения (31) при

нулевых начальных условиях: х0 = х'0 = x'q = ... = Xq — 0, то в

равенстве (36) будет фп-\ (р) = О и оно примет вид

V f
Vn (Р)

'

или

x(v) = — (3&)KF' a0pn+a1pn-1 + ... + an_ip + an
* V '

Пример 1. Найти решение уравнения -^ + х = 1, удовлетворяющее

начальным условиям: х = О при t = 0.

Решение. Составляем вспомогательное уравнение х(р)(р + 1) = 04— ,
или

х(р) = -7— ^
. Разлагая стоящую справа дробь на элементарные, получим:

х(р) =
тгт • Пользуясь формулами 1 и 4 таблицы 1, находим решение:

x(t) = 1-е-1.
d2x

Пример 2. Найти решение уравнения —-=■ + 9х = 1, удовлетворяющее на-

dt

чальным условиям xq = х'0 = 0 при t = 0.

Решение. Напишем вспомогательное уравнение (34'):

^(P)(p2+9)=i илих(р)- ^
Р' *'

р(р2+9)'
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Разлагая эту дробь на элементарные, получим:

-Р/9
,
1/9

р2+9 Р
'*(р) = -2-

На основании формул 1 и 3 таблицы 1 находим решение: х (t) = — ^ cos 3£ + А .

Пример 3. Найти решение уравнения ^-у + 3 ^ + 2ж = £, удовлетворяющее

начальным условиям: жо = х'0 = 0 при t = 0.

Решение. Напишем вспомогательное уравнение (34'):

*(р)(р2+Зр + 2)=^,
или р

W

р2(р2 + Зр + 2) р2(р + 1)(р + 2)-
Разлагая эту дробь на элементарные дроби методом неопределенных

коэффициентов, получим

хм - IJL _

з 1 , _1 1

XW"2p2 4p
+
p+l 4(р + 2)'

По формулам 9, 1 и 4 таблицы 1 находим решение:

x(t)=It-|+e-'-ie-2'.
Пример 4. Найти решение уравнения

|f+2f + 5* = sint,

удовлетворяющее начальным условиям: хо = 1, х'0 = 2 при £ = 0.

Решение. Пишем вспомогательное уравнение (34'):

я (р) (р2 + 2р + 5) = р • 1 + 2 + 2 • 1 + L {sin t},

или

»(Р) (Р2 + 2р + 5) = р + 4 + -ji— ,

Р + 1

откуда находим х(р):

щр) = _E±i_
р2 + 2р + 5 (р2 + 1) (р2 + 2р + 5)

"

Разлагая последнюю дробь правой части на элементарные, можно написать

iip + 4 -Лр+F
x(v) = -J°- + —12 1(?)

Р2 + 2Р + 5+ р2 + 1
'

W~10 (p+l)2+22
+

10-2 (р+1)2+22 10 р2 + 1+5 р2 + 1

На основании формул 8, 7, 3 и 2 таблицы 1 получаем решение:

х (t) = ttU"* cos 2t + Ще~* sin 2t -
-щ

cos t + i sin t,

или окончательно

x(t) = e~* ( ii cos2i + I? sin2M - i cost + i sint.
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§11. Теорема разложения

Из формулы (36) предыдущего параграфа следует, что

изображение решения линейного дифференциального уравнения состоит

из двух членов: первый член есть правильная рациональная дробь
от р, второй член—дробь, числителем которой является

изображение правой части уравнения F(p), а знаменатель— многочлен

<рп(р)- Если F(p) —рациональная дробь, то второй член будет
рациональной дробью. Таким образом, нужно уметь находить

начальную функцию, изображением которой является правильная

рациональная дробь. Этим вопросом мы и займемся в

настоящем параграфе. Пусть L-изображение некоторой функции есть

правильная рациональная дробь от р:

Фп-1 (Р)

<Рп (р)

Требуется найти начальную функцию (оригинал). В §7 гл. X

т. I было показано, что всякую правильную рациональную дробь
можно представить в виде суммы элементарных дробей четырех

видов:

I. -^-,
р —о

'

ТТ А

III. л , Р—■—, где корни знаменателя комплексные, т. е.

2
р£ + aip + а2

' ^ г

^-а2<0,
IV.

/ о , р—;—пг, где к ^ 2, корни знаменателя комплексные.
(р2 +aip + a2)k

' ^ ' ' v

Найдем начальные функции для выписанных элементарных

дробей. Для дроби I вида на основании формулы 4 таблицы 1

получаем

-A-+>Aeat.
р-а

Для дроби II вида на основании формул 9 и 4 таблицы 1 получаем

Рассмотрим теперь дробь III вида. Произведем тождественные

преобразования:

р2 + а\р + а2
_

*{>+ч)+(в-¥)
__

(,+¥)'+(^гт)*"(,+?),+(^Т)*"
Ар Л-В

__ Ар Л-В

=л
'*? ■ <- л-\(в.

(>+ч)+{£^)'
v

'V^H^7?)
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Обозначая здесь первое и второе слагаемые через М и N

соответственно, получим на основании формул 8 и 7 таблицы 1:

М -г-* Ае-^г cos (tJ°>2-^\

Таким образ

Ар + В

р2 + а\р + а.2

JL-k p 2 Х

ом, окончательно

/ / *?" \ В —

1

л cos (t\ а* - ^ 1 1
2

ЛС°Ч\/ 4 У / а?' sin^a2-^)]. (38)

Рассматривать случай элементарной дроби IV вида мы здесь не

будем, так как это сопряжено с большими вычислениями. Для
некоторых частных случаев мы этот вопрос рассмотрим ниже. В

случае необходимости читатель может обратиться к одному из

указанных в начале главы курсов.

§ 12. Примеры решения дифференциальных уравнение
и систем дифференциальных уравнение

операционным методом

Пример 1. Найти решение уравнения

^-£ +4ж = sin3x,

удовлетворяющее начальным условиям: xq = 0, х'0 = 0 при t = 0.

Решение. Составляем вспомогательное уравнение (34'):

*(р)(р2+4) = -^—, х(р) =
р2+9'

^'

(р2+9)(р2+4)'

3 3

x(v\ - L. 5
_ _1 3 , 3_

р2 + 9 р2 + 4 5 р2 + 9
"г
ю р2 + 4

'

откуда получается решение

x(t) = JL sin 2*- i sin3*.

Пример 2. Найти решение уравнения

удовлетворяющее начальным условиям: хо = 1, Xq = 3, x'q = 8 при t = 0.
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Решение. Составляем вспомогательное уравнение (34'):

*(р)(р3 + 1)=р2-1+р-3 + 8,

находим

, , р2 + Зр + 8 Р2+Зр + 8
W

Р3 + 1 (р + 1)(р2-р+1)*
Разлагаем полученную рациональную дробь на элементарные:

р2 + Зр + 8

(р+

Поль

D(p2

зуясь

-р + 1) р+1

^
Р+1

. таблицей 1, пиш«

1 2
Р

--р+1

р-
1
2

ем решение:

+ ^-
2

ИИ^У
ж(0 = 2е~ь + е*

* С - cos^ * + -1L sin ^ Л .

Пример 3. Найти решение уравнения

jy
+ ж = * cos 2t,

удовлетворяющее начальным условиям: xq = 0, Xq = 0 при £ = 0.

Решение. Пишем вспомогательное уравнение (34'):

*(р)(р2 + 1) = -^—~ 8

р2 + 4 . (р2 + 4)2'
откуда после некоторых преобразований получим

x(v) - -5 1 , 5 1 , 8 1
W"

9p2 + 1+9p2+4 +
3 (p2+4)2

Следовательно,

x(t) = -§ sin* + ^ sin2t + ^ ( \ sm2t-t cos2M .

18

Очевидно, что операционным методом можно решать и системы линейных

дифференциальных уравнений. Покажем это на примере.

Пример 4. Найти решение системы уравнений

»* +*+$ = !. ft^Tt^y^
удовлетворяющее начальным условиям: х = 0, у = 0 при £ = 0.

Решение. Обозначим x(t) <+х(р), y(t) <-т-у(р) и напишем систему

вспомогательных уравнений:

(Зр + 2)х(р)+РУ(р)=Л, рх(р) + (4р + 3)у(р)=0.

Решая эту систему, находим

х(р) =
4? + 3 =±- —Л 33

У)
р(р + 1)(Пр + 6) 2р 5 (р + 1) 10 (lip+ 6)'

у(р) = "(пр + 6)(p + i)
=

5 \JTi
~

np + ej •

По изображениям находим начальные функции, т. е. искомые решения системы:

Диалогично решаются и линейные системы высших порядков.
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§ 13. Теорема свертывания

При решении дифференциальных уравнений операционным

методом бывает полезна следующая

Теорема свертывания. Если F\ (p) и F2 (р) суть изображения
функций /i (t) и f2 (t), т. е. Fi (p) -*-> /i {t) и F2 (p) -S-> f2 (t), то

F\ (p) F2 (p) есть изображение функции
t

Jfl{T)h{t-T)dT,
о

t

Fi (р) F2 (р) -г* J h (r) h (t - t) dr. (39)
0

Доказательство. Найдем изображение функции
ч t

| ffl{T)f2{t-T)dT,
t о

Рис. 398. исходя из определения изображения
t +оо t

i| I /i (r) h (t ~ t) dr} = J е-"1 у h (r) h (* ~ t) dr\ dt.

0 0 0

Стоящий справа интеграл есть двукратный интеграл, который
берется по области, ограниченной прямыми т = 0, г = t (рис. 398).
Изменим порядок интегрирования в этом интеграле; тогда получим

+оо +оо

dt dr.l{ J /i (т) h (t ~ r) dr} = J [/x (r) J e-^f2 (t - r)
0 Or

Произведя замену переменного t — г = z во внутреннем интервале,

получим

+оо +оо +оо

/ e~pth (t-r)dt= f е-р(г+т)/2 (z)dz = е~рт / e-"f2 (z)dz =

т 0 0

= e"pTF2(p).

Следовательно,
t +оо

l{ I /i (т) h (t - r) dr) = f h (t) e-pT F2 (p) dr =

= F2 (p) у e"pT/i (r) dr =F2 (p) Fi (p).



§13] ТЕОРЕМА СВЕРТЫВАНИЯ 405

Итак,
t

h(r)f2(t-T)dT^F1(p)F2(p).
о

Это есть формула 15 таблицы 1.

г

t

Замечание 1. Выражение / /i (г) /2 (t—т) dr называется свертп-

о

кой (складкой) двух функций f\ (t) и /2 (t). Операция получения

свертки называется свертыванием двух функций, при этом

t t

jh{r)h{t-T)dT = Jh{t-r)h(r)dr.
о о

Справедливость последнего равенства устанавливается путем

замены переменной t — г = z в правом интеграле.

Пример. Найти решение уравнения

§+- = /(').

удовлетворяющее начальным условиям: хо = х'0 = 0 при t = 0.

Решение. Пишем вспомогательное уравнение (34'):

*(p)(p2 + l) = F(p),

где F (р)— изображение функции / (£). Следовательно, х(р) =
-5 -F(p), но

-j -г* sin t и F (р) -f»- / (t). Применяя формулу свертывания (39), обозначив

р2 + 1
= F2 (p), F (р) = Fi (p), получим

t

х (0 = / / (т) sin (t - т) dr. (40)
о

Замечание 2. На основании теоремы свертывания легко

находится изображение интеграла от данной функции, если известно

изображение этой функции; а именно, если F(p)-r+f(t), то

t

lF(p)+>Jf(T)dr. (41)
о

Действительно, если мы обозначим

Л (*) = / (t), h (t) = 1, то ^ (р) = F (p), F2 {p)=1-.

Подставляя эти функции в формулу (39), получим формулу (41).
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§ 14. Дифференциальные уравнения механических колебаний.

Дифференциальные уравнения теории электрических цепей

Из механики известно, что колебания материальной точки массы

т описываются уравнением*)

dt2
+ ££ + £*=£л<*>5 <42>

здесь х—отклонение точки от некоторого положения, к—

жесткость упругой системы, например пружины (рессоры), сила

сопротивления движению пропорциональна (с коэффициентом
пропорциональности А) первой степени скорости, fi(t) — внешняя, или

возмущающая, сила.

Решением уравнения типа (42) описываются малые колебания и

других механических систем с одной степенью свободы, например

крутильные колебания маховика на упругом валу, если х—угол

поворота маховика, т
—момент инерции маховика, к— крутильная

жесткость вала, a mfi (t) — момент внешних сил относительно оси

вращения. Уравнения типа (42) описывают не только механические

колебания, но и явления в электрических цепях.

Пусть имеем электрическую цепь, состоящую из

индуктивности L, сопротивления R и емкости С, к которой приложена э.д. с.

Е (рис. 399). Обозначим через г ток в цепи, а через Q заряд

конденсатора, тогда, как известно из электротехники, г и Q
удовлетворяют следующим уравнениям:

С L

Lft+Ri + % = E, (43)

§ = '• (44)

Из уравнения (44) получаем

d2Q
__

di
Рис. 399. dt2

-

dt
' (44')

Подставляя (44) и (44') в уравнение (43), получаем для Q
уравнение типа (42):

*2 +*f + £0-* (45)

Дифференцируя обе части уравнения (43) и используя
уравнение (44), получаем уравнение для определения тока г:

*S+*! + i*=f- (46)

Уравнения (45) и (46) являются уравнениями типа (42).

*) См., например, гл. XIII, §26, где такое уравнение получено при

рассмотрении колебания груза на рессоре.
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§ 15. Решение дифференциального уравнения колебание

Уравнение колебаний запишем в виде

ff+«if +a2x = /(*), (47)

где механический или физический смысл искомой функции х,

коэффициентов ai, 02 и функции f (t) легко устанавливается

сравнением этого уравнения с уравнениями (42), (45), (46). Найдем
решение уравнения (47), удовлетворяющее начальным условиям

х = хо, х' = х'0 при t = 0.

Составим вспомогательное уравнение для уравнения (47):

х(р) (р2 + aip + a2) = х0р + х'0 + aix0 + F (р), (48)
где F(p) — изображение функции / (t). Из равенства (48) находим

_{гЛ __

x6p + x'0 + aixo F(p)
p2 + aip + a.2 p2 + aip + a2

Так, для решения Q (t) уравнения (45), удовлетворяющего
начальным условиям Q = Qo, Q' = Q'0 при t = 0, изображение будет
иметь вид

q
/ ч

_ М<ЭоР + <%) + Д<Эо
+

Ё(р)

Lp2 + Rp+± Lp2 + Rp+^
Характер решения существенно зависит от того, будут ли корни

трехчлена р2 + а\р + а^ комплексные, или действительные разные,
или действительные равные. Подробно рассмотрим случай,

когда корни трехчлена комплексные, т.е. когда \ЦЛ —

а>2 < 0.

Остальные случаи рассматриваются аналогично.

Так как изображение суммы двух функций равно сумме их

изображений, то на основании формулы (38) начальная функция
для первой дроби, стоящей в правой части (49), будет иметь вид

хор + #о + o>i хо
.

*<р) = zi:°::r+jj™^ ■ (49)

Р2 +CLIP + CL2

(«i/^+t-Wi/*1?)]- (50)

ya2-~t
Найдем далее начальную функцию, соответствующую дроби

F(P)
р2 + а\р + а2

'

Здесь воспользуемся теоремой свертывания, заметив, что

р2 +а\р + а.2
-г+ ^--smUa,- j), F(p) + f(t).
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Следовательно, по формуле (39) получаем

V °2 - -f 0

(51)
Итак, из (49), учитывая (50) и (51), получаем:

x(t) = e~2

t

+ ^J—[f(T)e-:*(t-Thm((t-T)Ja2-al)dT. (52)

Если внешняя сила / (t) = 0, т. е. , если мы имеем свободные
механические или электрические колебания, то решение дается

первым слагаемым правой части выражения (52). Если начальные

условия равны нулю: хо = х'0 = 0, то решение дается вторым

слагаемым правой части равенства (52). Рассмотрим эти случаи

подробнее.

§ 16. Исследование свободных колебаний

Пусть уравнение (47) описывает свободные колебания, т.е.

f (t) = 0. Введем для удобства написания формул обозначения:

а\ = 2n, a2 = fc2, к2 = к2 — п2. Тогда уравнение (47) примет вид

§ +2n^ + ifc2x = 0. (53)

Решение этого уравнения хсв, удовлетворяющее начальным

условиям: х = хо, х' = хг0 при t = 0, дается формулой (50) или первым

слагаемым формулы (52):

*^св \^/ — ^
— g,-nt Хо COSfcif + -**-г Sin «if

*1 (54)

Обозначим хо = а,
ж°

,

х°п
= 6. Очевидно, при любых а и 6 можно

подобрать такие М и <$, что будет a = M sin<$, b = M cos <$, при
этом M2 = a2 + b2, tg6 = a/b. Формулу (54) перепишем так:

хсв = е~п* [M cos kit sin <$ + М sin fcif cos <$],
или окончательно решение можно переписать так:

хсъ = у/а2 + Ъ2 e~nt sin (kit + 6). (55)

Решение (55) соответствует затухающим колебаниям.
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Если 2п = а\ = 0, т. е. если отсутствует внутреннее трение, то

решение будет иметь вид

хсв = у/ а2 + b2 sin (kt + 6).
В этом случае имеют место гармонические колебания. (В гл.

XIII, §27, на рис. 276 и 278 даны графики гармонических и

затухающих колебаний.)

§ 17. Исследование механических и электрических колебаний

в случае периодической внешней силы

При изучении упругих колебаний механических систем и

особенно при изучении электрических колебаний приходится
рассматривать различные виды внешней силы f(t). Рассмотрим подробно
случай периодической внешней силы. Пусть уравнение (47) имеет

вид

§ + 2n ^ + k2x = A sin о;*. (56)

Для выяснения характера движения достаточно рассмотреть

случай, когда х0 = х'0 = 0. Можно было бы получить решение
уравнения по формуле (52), но здесь с методической точки зрения удобнее
получить решение, проделав все промежуточные вычисления.

Напишем изображающее уравнение

x(p)(p2 + 2np + k2) = Awf^,
откуда получаем

*(p)=(P*+2nP+tw+^r (57)

Рассмотрим случай, когда 2п ф 0 (п2 < к2). Стоящую справа

дробь разлагаем на элементарные дроби:
Лш

_
Np + B Cp + D /5g4

(p2 + 2np + A;2)(p2+a;2) p2 + 2np + fc2 p2 + a;2
* l '

Постоянные iV, В, С, D определяем методом неопределенных

коэффициентов. Пользуясь формулой (38), из (57) найдем начальную
функцию:

Х W =

(fc»-o,»j»+4fA,a №
"^ SiliUjt " 2пШ COSu;t+

+ e~nt [(2n2 - к2 + a;2) g- sinkxt + 2пш cosM] }; (59)

здесь снова к\ = у/к2 — n2. Это и есть решение уравнения (56),
удовлетворяющее начальным условиям: хо = х'0 = 0 при t = 0.

Рассмотрим частный случай, когда 2п = 0. Это соответствует

тому, что в механической, например, системе нет внутреннего

сопротивления, нет амортизатора. В случае электрического контура
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это соответствует тому, что R = 0, т.е. отсутствует внутреннее

сопротивление цепи. Уравнение (56) в этом случае принимает вид

~f + k2x = A smut, (60)

а решение этого уравнения,

удовлетворяющее условиям хо = х'0 = 0 при t = 0,
получится, если в формуле (59) положить п = 0:

IVMHlfH' x(t)= ^^...[-ывшЫ + кзшиЛ]. (61)

■ ' '
i . -^

I I I I ^ I

I I I I I

I I I I I

x(t)

' ' ' ' i I i
> ' ' '

I'M'
" ! ! ! ! !

JI Ml
туг

Рис. 400.

(А:2-о;2) А:

Здесь имеем сумму двух гармонических

колебаний: собственных с частотой к:

хс (t) = -

к2 - ш2 к
sinkt

и вынужденных с частотой их

.(0 = к2-ш*
sin art.

Для случая, когда к ^ а;, характер колебаний изображен на

рис. 400.

Вернемся снова к формуле (59). Если 2п > 0, что и имеет

место в рассмотренных механических и электрических системах,
то член, содержащий множитель e~nt, представляющий
затухающие собственные колебания, при t возрастающем быстро убывает.
При достаточно большом t характер колебаний будет определяться

членом, не содержащим множителя е

Л г/.2 ,2

-nt

Х(*)~ (к2-ш2)2+Ап2и2
Введем обозначения

т. е. членом

{(fc2 — u;2) smut — 2пи cosut}. (62)

. .2\2 . л_2..2
1V1 LU»^J /,o .2x2 .(Jb2-W2)2+4n2W2

где

M =

(к2 - ш2)2 + 4п2ш2

A

= Msin<5, (63)

v/(A:2-a;2)2-f 4n2a;2
'

Решение (62) можно переписать так:

x(t) =

к2 /FW
sin(a;f + S). (64)

+ 4«27T

Из формулы (64) следует, что частота fc вынужденных
колебаний не совпадает с частотой ш внешней силы. Если внутреннее

сопротивление, характеризующееся числом п, мало, а частота и

близка к частоте fc, то амплитуда колебаний может быть сделана
как угодно большой, так как знаменатель может быть как угодно
малым. При п = 0, J1 — к2 решение не выражается формулой (64).
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§ 18. Решение уравнения колебаний в случае резонанса

Рассмотрим частный случай, когда а\ = 2п = 0, т. е. когда

сопротивление отсутствует, а частота внешней силы совпадает с

частотой собственных колебаний к = и. В этом случае уравнение
имеет вид

^f +k2x = Asinkt. (65)

Будем искать решение этого уравнения, удовлетворяющее
начальным условиям хо = 0, хг0 = 0 при t = 0. Вспомогательное уравнение

будет

х(р)(р* + к2) = А7^,
откуда

зд = ^¥- (66)

Мы получили правильную рациональную дробь IV вида, которую
в общем виде мы не рассматривали. Чтобы найти начальную

функцию для изображения (66), воспользуемся следующим
приемом. Напишем тождество (формула 2 таблицы 1)

р2г^= [ e~pt sin ktdt. (67)

о

Продифференцируем*^ обе части этого равенства по к:

-/•-*'
1 2*2

_ / ~-pttcosktdt.
Р2+к2 (р2 + к2)2

о

Пользуясь тождеством (67), это равенство можно переписать так:

оо

2к2
= I e~pt It coskt - i sin kt\ dt.

(p2 + *2)2
о

Отсюда непосредственно следует

wfw^u(\s{*kt-tcoskt)
(из этой формулы получается формула 13 таблицы 1). Итак,
искомое решение уравнения (65) будет

x(t) = ^(±sinkt-t cos kt) . (68)

*) Интеграл, стоящий справа, можно представить в виде суммы двух

интегралов действительного переменного, каждый из которых зависит от параметра к.
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Изучим второе слагаемое этого решения

x2(t) = -jj;t cos kt; (68;)

при увеличении t эта величина не является ограниченной.

Амплитуда колебаний, соответствующих формуле (68;), неограниченно

возрастает при неограниченном возрастании t. Следовательно, и

амплитуда колебаний, соответствующих формуле (68),
неограниченно возрастает. Это явление, имеющее место при совпадении

частоты собственных колебаний с частотой внешней силы,

называется резонансом (см. также гл. XIII, §28, рис. 280).

§ 19. Теорема запаздывания

Пусть функция f (t) при t < 0 тождественно равна нулю

(рис. 401, а). Тогда функция / (t — t0) будет тождественно

равна нулю при t < tо (рис. 401,5).
Докажем следующую теоре-

f(t-t0) му запаздывания:

Теорема. Если F (р) есть

изображение функции f(t), то

J ^ e~ptoF(p) есть изображение
to * функции f(t — to), т.е. если

а) б) f(t)<+F{p), то

Рис- 40L / (* - *о) Н- e~pt°F (p). (69)

/ 0

Доказательство. По определению изображения имеем

оо to оо

L {/ (*-*>)} = / e~ptf (t-t0) dt= f e~ptf (t-t0) dt+J e~ptf (t-t0) dt.

0 0 t0

Первый интеграл, стоящий в правой части равенства, равен

нулю, так как f (t—to) = 0 при t < to- В последнем интеграле сделаем

замену переменной, полагая t — to = z:

*o(t-h) *

L {/ (t- to)} = J e-'<*+*°>/ (z) dz =
0'

h t
_ e~pto

Рис. 402.

Таким образом, f(t-to)<+ e~pU)F (p).

fe-pzf(z)dz = e-ptoF(p).

Пример. В § 2 было установлено для единичной функции Хевисайда, что

сто (t)*z-- . На основании доказанной теоремы следует, что для функции ctq (t — /i),

изображенной на рис. 402, L-изображением будет - е~Р\ т.е.

<70 (t - h) + I e-*h. (70)
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§ 20. Дельта-функция и ее изображение

Рассмотрим функцию

*i (*, h) = J [*о (t) - (Jo (*- ft)] = I
'О

I
h

0

при t < 0,

при 0 ^ t ^ ft,

при ft ^ £,

(71)

изображенную на рис. 403.

Если эту функцию трактовать как силу, действующую за

промежуток времени от 0 до ft, а в остальное время равную нулю,

то, очевидно, импульс этой силы будет равен единице.
На основании формул (8) и (70) изображение этой функции

будет

h\P ve )>

MU)H-I(i^). (72)

В механике бывает удобно рассматривать силы, действующие
очень короткий промежуток времени, как силы, действующие
мгновенно, но имеющие конечный импульс. Поэтому вводят функцию
6 (t) как предел функции g\ (t, ft) при ft —» 0:

6(t) = ИпктЛ*, ft). (73)

Эту функцию называют единичной импульсной функцией, или

дельта-функцией. *)

Естественно положить

+оо

6(t)dt = l.

Так же пишут

/
—оо

0

/ 6(t)dt = l.

(74)

(75)

G,(t,h)

h

Рис. 403.

Отметим, что функция 6(х) применяется не только в механике,

а во многих разделах математики, в частности при решении многих

задач уравнений математической физики.
Рассмотрим действие 8(t), если ее представлять как силу.

Найдем решение уравнения

§ = *(*), (76)

*) Следует иметь в виду, что 6 (t) не есть функция в обычном понимании.

(Многие авторы-физики функцию 6 (t) называют функцией Дирака.)



414 ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ [ГЛ. XIX

удовлетворяющее условиям:

5 = 0, ^|=0 при t = 0.

Из уравнения (76) находим, учитывая (75),
t

v = ft=J6(r)dr = l (77)
о

при любом t, в частности и при t = 0. Следовательно, определяя

6(х) равенством (73), можно трактовать эту функцию как силу,

сообщающую материальной точке с массой единица в момент t = 0

скорость, равную единице.

L-изображение функции S (t) определим как предел изображения
функции G\ (t, h) при h —» 0:

L{6(x)} = lim
l

.

l-e~Ph =i.p=1

(здесь воспользовались правилом Лопиталя для нахождения

предела). Итак,
6(1)^-1. (78)

Далее определяется функция S(t — to), которую трактуют как

силу, мгновенно, в момент t = to, сообщающую единичной массе

скорость, равную единице. Очевидно, что на основании теоремы

запаздывания будем иметь

6(t-t0)^-e-pt. (79)
Аналогично (75) можем написать:

to

6(t-t0)dt = l. (80)
to

На основании механического толкования дельта-функции
следует, что присутствие дельта-функции в правой части

уравнения может быть заменено соответствующим изменением

начальных условий. Покажем это на простом примере. Пусть имеем

дифференциальное уравнение

§ = /(*) + «(*) (81)

с начальными условиями хо = 0, х'0 = 0 при t = 0. Вспомогательное

уравнение будет
p2x(p) = F(p) + l, (82)

откуда

«о

/•
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Пользуясь формулами 9 и 15 таблицы, получаем

t

x(t)= f f(r)(t-T)dT + t. (83)
о

К этому же результату мы бы пришли, если бы находили решение

уравнения

§ = /«

с начальными условиями х0
= 0, х'0 = 1 при t = 0. В этом случае

вспомогательное уравнение имело бы вид

p2x(p)-l = F(p). (84)

Оно эквивалентно вспомогательному уравнению (82), а

следовательно, решение будет совпадать с решением (83).
В заключение отметим следующее важное свойство

дельта-функции. На основании равенств (74) и (75) можем написать

t

/ S(r)dr= \
H

(85)
J
w

U при 0 ^ t < +оо,
v

—оо

т.е. этот интеграл равняется единичной функции Хевисайда <To(t).
Итак,

t

a0(t)= f 6(r)dr. (86)
— ОО

Дифференцируя правую и левую части равенства по £, получаем

условное равенство

a'0(t) = 6(t). (87)

Для пояснения смысла условного равенства (87) рассмотрим

функцию ао (£, ft), изображенную на рис. 404. Очевидно,

A °o(W
*о(*,Л) = *1(*,Л) (88)

(кроме точек t = 0 и t = h). Переходя к

пределу при h —» 0 в равенстве (88), видим, что

ао (t, h) —*- <т о (t) и будем писать

а'о (t, К) -> а'0 (t) при h -> 0. Рис. 404.

Правая часть равенства (88) a\{t, h) —» S(t) при h —» 0. Таким

образом, равенство (88) переходит в условное равенство (87).
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Упражнения к главе XIX

Найти решения следующих уравнений при указанных начальных условиях:

d x dx
1. —- + 3 1- 2x = 0, х = 1, х' = 2 при « = 0. Отв. х = 4е-' - Зе-2'.

dt2 dt

2. —^ % =0, ж = 2, х' = 0, ж" = 1 при « = 0. Отв. х = 1 - t + e*.
dt3 d£J

d2a;
л

drc
—;r

- 2а —
d*2 <ft

3. -j£-
— 2а — -f (a2 -f b2)i = 0, a; = a?o, x' = x'Q при £ = 0. Отв. х =

= —— [xob cosbt -f (ajg — XQa) sinbt].
b

d x dx 1
4. —— - 3 \-2x = e5t, x = 1, x' = 2 при t = 0. Отв. x = — e5t +

d*2 d* 12

+4e+3^
d2*

di2
5. ^j£- -f m2a; = a cosnt, x =

xq, x' = x'0 при £ = 0. Отв. х =

О . .ч . XQ
r7.2 — ti.2 (cosnt — cosmt) -f xq cos mt -f — sinmt.

i/2

d a? dau 1
6. —r-

- — = t2, x = 0, x' = 0 при « = 0. Отв. х = 2е* t3 - t2 - 2t - 2.
dtz dt 3

d3x 1 1 / 3\
7. —-+i = - t2e*, x = x' = x" = 0 при « = 0. Отв. х = - [ t2 - 3t + - ) eb -

dt3 2
F

4 V 2/

1
_t

1 Г «ч/з" /- . ty/J\
e

c
< cos v 3 sin > <

24 3 \ 2 2 J
d3x

, ,,
1 * 2 ,/0 £\/У

8. —--fa; = l, a?o = a?n = x'A = 0 при t = 0. Отв. x = l e t ec'Jcos .

d«3 ° °
3 3 2

d4j; d2a;
9. —-— 2 —- -f a; = sin t, xo = x'Q = x'q = x'q = 0 при t = 0. Отв. a; =

= - [e* (t - 2) + e~* (t + 2) + 2 sin t].
8

d2j;
10. Найти решение системы дифференциальных уравнений —— -Ь у = 1,

d2^
dt2—£- -f a; = 0, удовлетворяющее начальным условиям xq = уо = х'0 = у'0 = 0

при t = 0. Отв. а;(£) = cost+ — е* + — е *, у (£) = cos£ е* -f - е
*
-f 1.

2 4 4 2 4 4



Глава XX

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Каждодневный опыт убеждает нас в том, что в обыденной
жизни, практических ситуациях, а также в научных исследованиях

постоянно приходится сталкиваться с положениями, когда
привычные нам закономерности строгого детерминизма уже не имеют

места. Приведем несколько примеров. Представим, что нас

интересует число вызовов, поступающих на станцию скорой помощи в

течение суток.

Длительные наблюдения показывают, что нет возможности

точно прогнозировать, как много вызовов поступит на станцию в

течение ближайших суток. Это число подвержено значительным и

притом случайным колебаниям. Точно так же случайно то время,

которое придется затратить врачу, прибывшему по вызову больного.
Если поставить на испытания некоторое число N каких-нибудь

изделий, изготовленных, казалось бы, в одних и тех же условиях
и из тех же самых материалов, то время от начала испытаний

до приведения изделий в неработоспособное состояние оказывается

случайным, подвержено весьма сильному разбросу.
При стрельбе из орудия по цели наблюдается так называемое

рассеивание снарядов. Уклонение точки попадания снаряда от

центра цели заранее указать нет возможности—оно случайно.
Одной констатации факта наличия случайности для уверенного

использования явлений природы или управления
технологическими процессами совершенно недостаточно, необходимо научиться
количественно оценивать случайные события, прогнозировать их

течение. Этого теперь настойчиво требуют как теоретические, так

и практические задачи. Решением возникающих при этом вопросов

и созданием общей математической теории занимаются две

математические дисциплины
—

теория вероятностей и математическая

статистика.

В последние годы, благодаря в первую очередь работам
советских ученых, происходит развитие теоретических основ теории

вероятностей, ее проникновение в другие, особенно во вновь

развивающиеся науки. Здесь в первую очередь следует указать работы
А.Н.Колмогорова, Б.В.Гнеденко, Н.В.Смирнова и др.
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§ 1. Случайное событие. Относительная частота

случайного события. Вероятность события.
Предмет теории вероятностей

Основным понятием теории вероятностей является понятие

случайного события. Случайным событием называется такое

событие, которое при осуществлении некоторых условий может

произойти или не произойти.

Пример 1. Появление герба при бросании монеты есть случайное событие.

Пример 2. Попадание в данный объект или в данную площадь при стрельбе
по этому объекту из данного орудия есть случайной событие.

Пример 3. При изготовлении цилиндра с заданной величиной диаметра—

20см получать ошибки меньше, чем 0,2 мм, при данных средствах производства

есть случайное событие.

Определение 1. Относительной частотой (или просто

частотой) р* случайного события А называется отношение числа га*

появления данного события к общему числу п* проведенных
одинаковых испытаний, в каждом из которых могло появиться или

не появиться данное событие. Будем писать так:

Р*(Л)=р* = £. (1)

Пример 4. Пусть по данному объекту из данного орудия при одинаковых

условиях произведено б серий выстрелов:
в 1-й серии было 5 выстрелов, число попаданий 2,

во 2-й серии было 10 выстрелов, число попаданий б,
в 3-й серии было 12 выстрелов, число попаданий 7,
в 4-й серии было 50 выстрелов, число попаданий 27,
в 5-й серии было 100 выстрелов, число попаданий 49,
в б-й серии 200 выстрелов, число попаданий 102.

Событие А — попадание в цель. Относительная частота попадания в сериях

будет: в Ьй серии
2
_ Q 4Q в 4_й серии

27
_

Q^

во 2-й серии ■=■=■ = 0,60, в 5-й серии ^г = 0,49,

7 102
в 3-й серии -у?

— 0,58, в б-й серии ^^ = 0,51.

Из наблюдений различных явлений следует, что если число

испытаний в каждой серии практически невелико, то относительные

частоты появления события А в каждой серий могут
существенно отличаться одна от другой. Если же число опытов в сериях

велико, то, как правило, относительные частоты появления

события А в различных сериях отличаются друг от друга мало и это

отличие тем меньше, чем больше испытаний в сериях. Говорят,
что относительная частота при большом числе испытаний все

более перестает носить случайный характер. Однако отметим, что

существуют такие события, у которых относительная частота не

носит устойчивый характер и ее величина в различных сериях,
даже очень больших, может сильно отличаться друг от друга.
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Опыт показывает, что в подавляющем большинстве случаев
существует постоянное число р такое, что относительные частоты

появления события А при большом числе испытаний, кроме
редких случаев, мало отличаются от этого числа р.

Этот опытный факт символически записывают так:

£~ ►*■ (2)
ч

п* —► оо

Число р называется вероятностью появления случайного
события А. Последнюю фразу символически записывают так:

Р(А)=р. (3)

Вероятность р является объективной характеристикой
возможности появления события А при данных испытаниях, определяющейся
характером события А.

Относительная частота при большом числе испытаний мало

отличается от вероятности, «кроме редких случаев», существованием
которых часто можно пренебречь.

Коротко словами соотношение (2) формулируют так:

При неограниченном увеличении числа опытов п*

относительная частота события А сходится к вероятности р появления

этого события.

Замечание. В приведенных рассуждениях мы на основании

опытов постулировали соотношение (2). Но постулируют и другие
естественные условия, следующие из опыта. Из них выводится

соотношение (2), которое тогда уже будет теоремой. Это известная

в теории вероятностей теорема Я. Бернулли (1654—1705).
Так как вероятность является объективной характеристикой

возможности появления некоторого события, то для предсказания

характера протекания многих процессов, которые приходится

рассматривать и в военном деле, и в организации производства, и в

экономике и т.д., нужно уметь определять вероятность появления

некоторых сложных событий. Определение вероятности появления

события по вероятностям элементарных событий, определяющих
данное сложное событие, изучение вероятностных закономерностей
различных случайных событий и является предметом теории

вероятностей.

§ 2. Классическое определение вероятности
и непосредственный подсчет вероятностей

Во многих случаях вероятность рассматриваемого случайного
события может быть подсчитана, исходя из анализа

рассматриваемого испытания.

Для понимания дальнейшего изложения рассмотрим пример.

Пример 1. Однородный куб, на гранях которого нанесены различные числа

от 1 до б, будем называть игральной костью. Рассматриваем случайное
событие— появление числа I (1 ^ I ^ 6) на верхней грани при бросании игральной
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кости. Так как в силу симметрии кости, события— появление любого числа от 1

до б—одинаково возможны, то их называют равновозмоэюыми. При большом
числе п бросаний кости можно ожидать, что число Z, как и каждое другое число

от 1 до б, появится на верхней грани примерно в -~ случаях. Это подтверждается
опытом.

Относительная частота будет близка к числу р* = ^
. Поэтому считают, что

вероятность появления на верхней грани числа Z, как и всякого другого от 1 до б,

равна ? .

Анализом случайных событий, вероятность которых подсчиты-
вается непосредственно, мы и займемся ниже.

Определение 1. Случайные события называются

несовместными в данном испытании, если никакие два из них не могут

появиться вместе.

Определение 2. Будем говорить, что случайные события

образуют полную группу, если при каждом испытании может

появиться любое из них и не может появиться какое-либо иное событие,
несовместное с ними.

Рассмотрим полную группу равновозможных, несовместных

случайных событий. Такие события будем называть случаями (или
шансами).

Событие (случай) такой группы называется

благоприятствующим появлению события Л, если появление этого случая влечет

появление события А.

Пример 2. В урне находится 8 шаров, на каждом из которых поставлено

по одной цифре от 1 до 8. Шары с цифрами 1, 2, 3— красные, остальные шары

черные. Появление шара с цифрой 1 (так же как и появление шара с цифрой 2

или 3) есть событие, благоприятствующее появлению красного шара.

Для рассматриваемого случая можно дать иное, чем в §1,
определение вероятности.

Определение 3. Вероятностью р события А называется

отношение числа га благоприятствующих случаев к числу всех

возможных случаев п, образующих полную группу равновозможных
несовместных событий, или символически

Р(А)=р=*. (1)

Определение 4. Если какому-либо событию благоприятствуют
все п случаев, образующих полную группу равновозможных
несовместных событий, то такое событие называется достоверным;
вероятность достоверного события равна р = 1.

Событие, которому не благоприятствует ни одно из п случаев,

образующих полную группу равновозможных несовместных

событий, называется невозмо&сным; его вероятность р
= 0.

Замечание 1. Противоположные утверждения в данном случае
также верны. Однако в других случаях, например в случае

непрерывной случайной величины (§12), противоположные утверждения

могут быть и неверны, т.е. из того, что вероятность какого-либо
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события равна 1 или 0, еще не следует, что это событие достоверно
или невозможно.

Из определения вероятности следует, что она удовлетворяет
соотношению

Пример 3. Из колоды в 36 карт вынимается одна карта. Какова вероятность
появления карты пиковой масти?

Решение. Здесь схема случаев. Событие А—появление карты пиковой

масти. Здесь всего случаев п = 36. Число случаев, благоприятных событию А:
т = 9.

Следовательно, р = 9/36 = 1/4.
Пример 4. Бросаются одновременно две монеты. Какова вероятность

выпадения герба на обеих монетах (двух гербов)?
Решение. Составим схему возможных случаев.

1-й случай

2-й случай

3-й случай

4-й случай

Первая монета

герб

герб

не герб

не герб

Вторая монета

герб

не герб

герб

не герб

Всего случаев 4. Благоприятствующих случаев 1.

Следовательно, вероятность выпадения герба на обоих монетах будет

V = 1/4.
Пример 5. Вероятность попадания в некоторую цель при стрельбе из первого

орудия равна 8/10, при стрельбе из другого орудия
— 7/10. Найти вероятность

поражения цели при одновременном выстреле обоих орудий. Цель будет

поражена, если будет хотя бы одно попадание из какого-либо орудия.

Решение. Эта задача моделируется следующим образом. В двух урнах

находится по 10 шаров, пронумерованных от 1 до 10. В первой урне 8 красных и

2 черных, во второй 7 красных и 3 черных. Вынимается по одном шару из каждой

урны. Какова вероятность, что среди вынутых двух шаров имеется хотя бы один

красный?
Так как каждый шар первой урны может быть вынут с любым шаром второй,

то всего случаев 100: п = 100.

Подсчитаем благоприятствующие случаи.

При вынимании каждого из 8 красных шаров первой урны одновременно с

любым шаром второй урны в числе вынутых будет находиться по крайней мере один

красный шар. Таких случаев будет 10 X 8 = 80. При вынимании каждого из двух

черных шаров первой урны одновременно с любым из 7 красных шаров второй

урны в числе вынутых будет один красный. Таких случаев будет 2 X 7 = 14.

Таким образом, всего благоприятствующих случаев будет т = 80 -f 14 = 94.

Вероятность того, что среди вынутых будет по крайней мере один красный

шар, равна

„_
гп - 94

р ~
п
~

100
*

Такова будет и вероятность поражения цели.
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Замечание 2. В этом примере задачу о вероятности при

стрельбе мы свели к задаче о вероятности появления того или иного шара

при вынимании шаров из урны. Многие задачи теории вероятности

можно свести к «схеме урн». Поэтому на задачи о вынимании

шаров из урн следует смотреть как на задачи обобщенные.

Пример 6. В партии из 100 изделий 10 изделий бракованных. Какова

вероятность того, что среди взятых 4 изделий 3 будут не бракованные?
Решение. Взять 4 изделия из 100 можно следующим числом способов:

п = Cj00. Число случаев, когда среди этих 4 изделий будут 3 не бракованные,

равно т = С|0 • C\Q.
Искомая вероятность будет

__
т
_ Cqo ' Сю _

1424 ^Оо
Р~п~

С*00 -4753-0'3-

§ 3. Сложение вероятностей.
Противоположные случайные события

Определение 1. Суммой двух событий А\ и А2 называется

событие С, состоящее в появлении хотя бы одного из этих событий.
Ниже будет рассматриваться вероятность суммы двух

несовместных событий А\ и А2. Сумма этих событий обозначается

Ах +А2

Ai или А2 *) .

Справедлива следующая теорема, которая называется

теоремой о слоэюении вероятностей.
Теорема 1. Пусть при данном испытании (явлении, опыте)

могут иметь место случайное событие А\ с вероятностью Р {А\)
и событие А2 с вероятностью Р(^2). События А\ и А2
несовместны. Тогда вероятность суммы событий, т. е. того, что

произойдет или событие А\ или событие А2, вычисляется по

формуле
Р (Аг или А2) = Р (Аг) + Р (А2). (1)

Доказательство. Пусть

Р(А1) = ^., P(A2) = tf.
Так как события А\ и А2 несовместны, то при общем числе

случаев п число случаев, благоприятствующих появлению события

Ai и А2 одновременно, равно 0, а число случаев,

благоприятствующих появлению или события А\ или события А2, равно mi+m2.

Следовательно,

Р(Аг ИЛИ А2) =
™1 +™2

= т1 + гп1 = р(А ) + Р(А2),'
п п п

что и требовалось доказать.

*) Заметим, что в этом выражении слово «или» не носит характера

исключения, а означает, что появится хотя бы одно из этих событий в соответствии

с определением 1.
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Аналогичным образом можно доказать эту теорему для любого

числа слагаемых:

P(Ai или А2 или ... или Ап) = Р(А1) + Р(А2) + ... + Р(Ап). (1;)

Последнее равенство записывается и так:

•(S>)-Eх г=1 ' г=1

P(Ai). (1")

Замечание. Мы доказали теорему сложения для схемы

случаев, когда вероятность определяется непосредственным подсчетом.

В дальнейшем будем считать, что теорема сложения вероятностей
справедлива и в том случае, когда непосредственный подсчет

вероятностей осуществить невозможно. Это утверждение основано

на следующих соображениях. Вероятности событий при большом

числе испытаний близки (за редкими исключениями) к

относительным частотам, а для относительных частот доказательство

проводится так же, как и выше. Это замечание будет
относиться и к доказательству последующих теорем, которые мы будем
доказывать, пользуясь схемой урн.

Пример 1. Производится стрельба по некоторой
области, состоящей из трех непересекающихся зон

(рис. 405). Вероятность попадания в зону I: P (j4i) = -тщ ,

в зону II: Р(Л2) = j± , в зону III: Р(Л3) = ^ . Ка-

кова вероятность попасть в область D? Событие А —

попадание в область D. По формуле (1') имеем

Определение 2. Два события называются
рис 405

противополоэюными, если они несовместны

и образуют полную группу.
Если одно событие обозначим через А, то противоположное

событие обозначают через А.

Пусть вероятность появления события А есть р, вероятность
непоявления события^ А, т.е. вероятность появления события А,
обозначим через Р (А) = q.

Так как при испытании обязательно произойдет или событие А

или событие А, то на основании теоремы (1) получаем:

Р(Л) + Р(Л) = 1,

т. е. сумма вероятностей противоположных событий равняется

единице:
p + q = l. (2)

Пример 2. Производится один выстрел по мишени. Попадание—событие А.

Вероятность попадания р: Р (А) = р. Определить вероятность промаха.

Промах есть событие А, противоположное событию А, поэтому вероятность

промаха q = 1 — р.
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Пример 3. Производится некоторое измерение. Получение ошибки при

измерении меньшей, чем А, есть событие А. Пусть Р (А) = р. Противоположное
событие— получение ошибки, большей А или равной А, есть событие А.

Вероятность этого события Р (А) = q = 1 — р.

Следствие 1. Если случайные события А\, A<i, ..., Ап
образуют полную группу несовместных событий, то имеет место

равенство

Р(А1) + Р(А2) + ... + Р(Ап) = 1. (3)
Доказательство. Так как события А\, А^, ..., Ап образуют

полную группу событий, то появление одного из этих событий есть

событие достоверное. Следовательно,

P(Ai или Аъ или ... или Ап) = 1.

Преобразуя левую часть по формуле (1;), получим равенство (3).
Определение 3. Случайные события А и В называются

совместными, если при данном испытании могут произойти оба
эти события, т.е. произойдет совмещение событий А и В.

Событие, заключающееся в совмещении событий Л и В, будем
обозначать (А и В) или (АВ). Вероятность совмещения событий

А и В будем обозначать Р(Аи В).
Теорема 2. Вероятность суммы совместных событий

вычисляется по формуле

Р(А или В) = Р(А) + Р(В)-Р(А и В). (4)

Справедливость формулы (4) мы проиллюстрируем
геометрически. Предварительно введем следующее определение.

Определение 4. Пусть дана некоторая область D, площадь

которой равна 5. Рассмотрим область d, входящую в D. Пусть ее

площадь S. Тогда вероятность попадания точки в область d,
считая достоверным попадание точки в область D, по определению,

равна 5/5, т. е. р = S/S_. Эту вероятность называют

геометрической вероятностью.

Тогда, считая достоверным попадание

точки в квадрат со стороной, равной 1, имеем

(рис. 406):
Р (А или В) = ил. abcda,
Р (А) = ил. abfda,
Р (В) = ил. bcdeb,

(5)

Р (А и В) = ил. debfd.

Очевидно, что имеет место следующее ра-
Рис. 406. венство:

пл. abcda = ил. abfda+ил. bcdeb —ил. debfd.

Подставляя в это равенство левые части равенств (5), получим

равенство (4).
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Аналогичным образом можно вычислить вероятность суммы

любого числа совместных случайных событий.
Отметим, что теорему 2 можно доказать, исходя из сделанных

выше определений и правил операций.

§ 4. Умножение вероятностей независимых событий

Определение 1. Событие А называется независимым от

события В, если вероятность появления события А не зависит от

того, произошло событие В или не произошло.

Теорема 1. Если случайные события А и В независимы, то

вероятность совмещения событий А и В равна произведению

вероятностей появления событий А и В:

Р(АиВ) = Р(А)-Р(В). (1)

Доказательство. Проведем доказательство этой теоремы для

схемы урн. В каждой из двух урн соответственно находятся п\

и П2 шаров. В 1-й урне mi красных шаров, остальные черные.
Во 2-й урне 7П2 красных, остальные черные. Из каждой урны

вынимается по одному шару. Какова вероятность того, что оба

вынутых шара окажутся красными?
Пусть событие А— вынимание красного шара из 1-й урны.

Событие В— вынимание красного шара из 2-й урны. Эти события

независимы. Очевидно,

р(л) = ^-, Р(в) = 5- W

Рис. 407.

Всего возможных случаев одновременного вынимания по одному

шару из каждой урны будет 7ii7i2. Число случаев,
благоприятствующих появлению красных шаров из обеих урн, будет т^т^.

Вероятность совмещения событий А и В будет

Р (А и В) =
т1ТП2

= 'ОН. . ОН
711712 711 п2

Заменяя в этой формуле — и — их выражениями из (2),
получаем равенство (1). Иллюстрацию этой теоремы см. на рис. 407.
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Если имеем п независимых событий А\, А^, ..., Ап, то

аналогичным образом можно доказать справедливость равенства

Р(Аг и А2 и ... и Ап) = Р(А1)Р(А2)... Р(Ап). (3)

Пример 1. Из двух танков стреляют по одной цели. Вероятность попадания
9 5

из 1-го танка
у~ ,

из 2-го—
^

. Из обоих танков делается одновременно по одному

выстрелу. Определить вероятность того, что будет иметь место два попадания в

цель.

Решение. Здесь Р (А) =

уп > Р (В) =
а 5 Р (Л и В)—вероятность двух

попаданий— находится по формуле (1):

РИ.в) = ^'.| = |.
Пример 2. Безотказная работа прибора определяется безотказной работой

каждого из 3-х узлов, составляющих прибор. Вероятность безотказной работы

узлов за некоторый цикл соответственно равна р\ = 0,6; ръ = 0,7; рз = 0,9.
Найти вероятность безотказной работы прибора за указанный цикл.

Решение. По теореме умножения вероятностей (3) будем иметь:

р
= Р1Р2РЗ

= 0,6 • 0,7 • 0,9 = 0,378.

Замечание. Теорема 2 §3 (формула (4)) о вероятности суммы

совместных событий с учетом формулы (1) запишется так:

Р (А или В) = Р (А) + Р (В) - Р (А) • Р (В). (4)

Пример 3. Решить задачу, сформулированную в примере 5 §2, пользуясь

формулой (4).
Решение. Событие А— попадание в цель из 1-го орудия. Событие В—

попадание в цель из 2-го орудия. Очевидно,

Р(А):

Р (А или В) =

Естественно, что мы получили тот же результат, что и раньше.

Пример 4. Вероятность уничтожения цели при одном выстреле равна р.

Определить число выстрелов п, необходимых для поражения цели с

вероятностью, большей или равной Q.

Решение. На основании теорем о сумме и произведении вероятностей можем

написать

0^1-(1-Р)п.

Решая это неравенство относительно п, получаем:

n>ig(i-g)^
Ijs(i-p)

•

Задача с таким аналитическим решением легко формулируется в терминах

«системы урн».

то' р(Б)-то'
8,7 8 7

_

10
"^

10 10
'

10
"

_
94

"

100
'
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§ 5. Зависимые события. Условная вероятность.
Полная вероятность

Определение 1. Событие А называется зависимым от

события В, если вероятность появления события А зависит от того,

произошло или не произошло событие В.

Вероятность того, что произошло событие А при условии, что

произошло событие В, будем обозначать Р (А/В) и называть

условной вероятностью события А при условии В.

Пример 1. В урне находится 3 белых шара и 2 черных. Из урны вынимается

один шар (первое вынимание), а затем второй (второе вынимание). Событие В—

появление белого шара при первом вынимании. Событие А—появление белого

шара при втором вынимании.

Очевидно, что вероятность события Л, если событие В произошло, будет

Р (Л/В) = 2/4 = 1/2.

Вероятность события А при условии, что событие В не произошло (при первом

вынимании появился черный шар), будет

Р (Л/Б) = 3/4.

Видим, что

Р{А/В)*Р{А/В).

Теорема 1. Вероятность совмещения двух событий равняется
произведению вероятности одного из них на условную

вероятность второго, вычисленную при условии, что первое событие

произошло, т. е.

Р(А и В) = Р(В)Р(А/В). (1)

Доказательство. Доказательство приведем для событий,
которые сводятся к схеме урн (т.е. в случае, когда применимо
классическое определение вероятности).

Пусть в урне п шаров, при этом п\

белых, П2 черных. Пусть среди п\ белых

шаров п\ шаров с отметкой «звездочка»,
остальные чисто белые (рис. 408).

Из урны вынимается один шар. Какова

вероятность события вынуть белый шар с Рис- 408-

отметкой «звездочка»?
Пусть В—событие, состоящее в появлении белого шара, А—

событие, состоящее в появлении шара с отметкой «звездочка».

Очевидно,
P(B) = f. (2)

Вероятность появления белого шара со «звездочкой» при
условии, что появился белый шар, будет

Р(А/В) = £. (3)
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Вероятность появления белого шара со «звездочкой» есть

Р(А и В). Очевидно,

Р(АиВ) = ^. (4)

Но
*i _ 'п

(5)
71 71 711

Подставляя в (5) левые части выражений (2), (3) и (4), получаем

Р{А и В) = Р(В)Р(А/В).
Равенство (1) доказано.

Если рассматриваемые события не укладываются в

классическую схему, то формула (1) служит для определения условной

вероятности. А именно, условная вероятность события А при

условии осуществления события В определяется с помощью

формулы

Р(А/В) = ?Щ^ (ириР(В)фО).

Замечание 1. Применим последнюю формулу к выражению

Р(В и А):
Р(Ви А) = Р(А)Р(В/А). (6)

В равенствах (1) и (6) левые части равны, так как это одна

и та же вероятность, следовательно, равны и правые. Поэтому
можем написать равенство

Р (А и В) = Р (В) Р (А/В) = Р(А)Р (В/А). (7)

Пример 2. Для случая примера 1, приведенного в начале этого параграфа,

имеем Р (В) = |, Р (Л/В) = i. По формуле (1) получаем Р(ЛиБ) = |-| = ^.
Вероятность Р (А и В) легко вычисляется и непосредственно.

Пример 3. Вероятность изготовления годного изделия данным станком равна

0,9. Вероятность появления изделия 1-го сорта среди годных изделий есть 0,8.

Определить вероятность изготовления изделия 1-го сорта данным станком.

Решение. Событие В—изготовление годного изделия данным станком,

событие Л— появление изделия 1-го сорта. Здесь Р (В) = 0,9, Р(А/В) = 0,8.

Подставляя в формулу (1), получаем искомую вероятность Р(Л и В) = 0,9 X

Х0,8 = 0,72.

Теорема 2. Если событие А может осуществиться только

при выполнении одного из событий В\, Въ, ..., Вп, которые

образуют полную группу несовместных событий, то вероятность

события А вычисляется по формуле

Р(А) = Р(В1)Р(А/В1) + Р(В2)Р(А/В2) + ... + Р(Вп)Р(А/Вп). (8)

Формула (8) называется формулой полной вероятности.

Доказательство. Событие А может произойти при выполнении

любого из совмещенных событий:

(Вх и А), (В2 и А), ...
, (Вп и А).
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Следовательно, по теореме о сложении вероятностей получаем

Р(А) = Р(В1 и А) + Р(В2 и А) + ... + Р(Вп и А).
Заменяя слагаемые правой части по формуле (1), получим
равенство (8).

Пример 4. По цели произведено три последовательных выстрела.

Вероятность попадания при первом выстреле р\ = 0,3, при втором рг = 0,6 , при третьем

рз = 0,8. При одном попадании вероятность поражения цели Ai = 0,4, при двух
попаданиях Аг = 0,7, при трех попаданиях Аз = 1,0. Определить вероятность
поражения цели при трех выстрелах (событие А).

Решение. Рассмотрим полную группу несовместных событий:

В\ —было одно попадание;
В2 —было два попадания;
Вз—было три попадания;
В\ — не было ни одного попадания.

Определим вероятность каждого события. Одно попадание произойдет, если:

или первый выстрел даст попадание, второй и третий— промах; или первый

выстрел
—

промах, второй попадание, третий промах; или первый выстрел
—

промах, второй промах, третий
—

попадание. Поэтому по теореме умножения

и сложения вероятностей будем иметь для вероятности одного попадания

выражение

Р (Bi) = pi (1 - р2) (1 - рз) + (1 - Р\)Р2 (1 - Рз) + (1 - Pi) (1 - Р2)рз = 0,332.
Аналогично рассуждая, получим

Р(Б2) =piP2(l -Рз)+ Р1Рз(1 -Р2) + (1 -Pi)P2P3 = 0,468,

Р(Б3)=Р1Р2РЗ = 0,144,

Р(Б4) = (1 -pi)(l -р2)(1 -рз) = 0,056.

Напишем условные вероятности поражения цели при осуществлении каждого
из этих событий:

Р(Л/Б1) = 0,4, Р(Л/Б2) = 0,7, Р(Л/Б3) = 1,0, Р(Л/Б4) = 0.

Подставляя полученные выражения в формулу (8), получим вероятность

поражения цели

Р(А) = Р(В1)Р(А/В1) + Р(В2)Р(А/В2) + Р(Вз)Р(А/В3) + Р(В4)Р(А/В*) =
= 0,332 • 0,4 + 0,468 • 0,7 + 0,144 • 1,0 + 0,056 • 0 = 0,604.

Замечание 2. Если событие А не зависит от события В, то

Р(А/В) = Р(А),
и формула (1) принимает вид:

Р(А и В) = Р(В)Р(А),
т.е. получаем формулу (1) §4.

§ 6. Вероятность гипотез. Формула Байеса

Формулировка задачи. Как и в теореме 2 §5, будем
рассматривать полную группу несовместных событий В\, i?2, •••> Вп,
вероятности появления которых суть P(Bi), РСДг), ..., Р(Вп).
Событие А может произойти только вместе с каким-либо из

событий Bi, #2, •••, Вп, которые будем называть гипотезами.
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Вероятность появления события А в соответствии с формулой (8)
§5 будет

Р(А) = Р(В1)Р(А/В1) + Р(В2)Р(А/В2) + ... + Р(Вп)Р(А/Вп). (1)

Допустим, что событие А произошло. То, что событие А

произошло, изменит вероятности гипотез P(-Bi), ..., Р(Вп). Требуется
определить условные вероятности осуществления этих гипотез в

предположении, что событие А произошло, т.е. определить

P(BiM), P(B2/A), ..., Р(Вп/А).
Решение задачи. По формуле (7) §5 найдем вероятность

Р(А и ВО:

Р(Л и В1) = Р(В1)Р{А/В1) = Р(А)Р(В1/А),
откуда

р,„ Мч_ P(Bi)P(A/Bi)
P(Bi/A)- рщ

.

Подставляя вместо Р (А) его выражение (1), получим

Р(Вг/А)= ;(*>■*<*/*> . (2)
ЕР(в^)Р(А/во

Аналогичным образом определяются

Р(В2/А), Р(В3/А), .... Р(Вп/А).
Итак

P(BtM) =iM». О)

*=1

Формула (2) называется формулой Байеса или теоремой
гипотез.

Замечание. Из формулы (3) следует, что в выражении

вероятности P(Bk/A)— вероятности осуществления гипотезы Bk при

условии, что событие А произошло,
—знаменатель не зависит

от номера к.

Пример 1. Пусть до опыта было четыре равновероятные гипотезы:

Ви В2, Вз, ВА: Р(Б1) = Р(Б2) = Р(Бз) = Р(Б4) = 0,25.
Условные вероятности появления события А соответственно равны

P(i4/Bi) = 0,7, Р(Л/В2) = 0,1,

Р (А/В3) = 0,1, Р (А/В4) = 0,02.

Пусть в результате испытания событие А произошло. Тогда по формулам (3)
получаем

гут/л)-
о,25-0,7+ 0,25-0,1+ 0,25-0,1+0,25-0,02

~~

0,23
~и''°'

Р(В2/А)=Щ^=0,П,
Р (Ва/А)=Щ£± =0,11,

Р(В4/Л)= °^2=0,02.
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Здесь было P(Z?i) = 0,25, Р{В\/А) = 0,76, стало больше, потому что событие А

произошло. При этом вероятность Р (А/В\) = 0,7 большая сравнительно с

другими условными вероятностями.

Пример 2. Каждый из танков независимо сделал выстрел по некоторому

объекту. Вероятность поражения цели первым танком р\ = 0,8, вторым р2 = 0,4.
Объект поражен одним попаданием. Определить вероятность того, что объект

поражен первым танком.

Решение. Событие А— поражение объекта одним попаданием. До стрельбы

возможны следующие гипотезы:

В\ —оба танка не попали,

Въ—оба танка попали,

Bz — первый танк попал, второй не попал,

В\ — первый не попал, второй попал.

Определим вероятности этих гипотез по теореме умножения вероятностей:

P(Bi) = (1 -pi)(l -р2) = 0,2 • 0,6 = 0,12,

Р (В2) = piP2 = 0,8 • 0,4 = 0,32,

Р (В3) = Pi (1 - Р2) = 0,8 • 0,6 = 0,48,

Р (В4) = (1 - Pi)P2 = 0,2 • 0,4 = 0,08.

Определим условные вероятности наступления события А:

Р(Л/В1) = 0, Р(Л/В2) = 0, Р(Л/В3)=1, Р(Л/В4)=1.
По формуле (2) находим условную вероятность гипотез:

Р(В,/А\- °'120 -_й_-ог Коцл)
-

0д2 Q + ог2 Q + 048 j + 008 j
-

05б
- и,

D,а ... 0,32 ■ 0

Р(В2/Л)=-б^6-=0'
P(*M) = ^-f.
Р(в.М) = 2§^^.

Пример 3. 30% приборов собирает специалист высокой квалификации и

70% средней. Надежность работы прибора, собранного специалистом высокой

квалификации, 0,90, надежность прибора, собранного специалистом средней

квалификации, 0,80. Взятый прибор оказался надежным. Определить вероятность
того, что он собран специалистом высокой квалификации.

Решение. Событие А— безотказная работа прибора. Для проверки прибора

возможны гипотезы:

В\ — прибор собран специалистом высокой квалификации,
B<i — прибор собран специалистом средней квалификации.
Выпишем вероятности этих гипотез:

Р (£0 = 0,3, Р(В2) = 0,7.

Условные вероятности события А:

P(i4/Bi) = 0,9, Р(Л/В2) = 0,8.

Определим вероятности гипотез В\ и В2 при условии, что событие А

произошло.

По формуле (2) имеем

P(R /л\- °>3 • 0,9
_

0,27 _п™Г1*1/Л) - 0,3 ■ 0,9 + 0,7 • 0,8
~

0,83
~ U'^5'

d/'d /л\ 0,7 0,8 0,56 ____

Р №/Л) =

0,3-0,9+ 0,7 0,8
=

0Щ
= °'675'
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§ 7. Дискретная случайная величина. Закон распределения

дискретной случайной величины

Определение 1. Переменная величина х, принимающая в

результате испытания одно из конечной или бесконечной

последовательности значений хь х2, •••, #fc, •••, называется дискретной
случайной величиной, если каждому значению Xk

соответствует определенная вероятность pk того, что переменная величина х

примет значение хь

Из определения следует, что каждому значению Xk соответствует

вероятность р&.
Функциональная зависимость вероятности pk от Xk называется

законом распределения вероятностей дискретной
случайной величины х*)

Возможные значения

случайной величины

Вероятности этих значений

XI

Р\

х2

Р2

хк

Рк

Так же закон распределения может быть задан графически в

виде многоугольника распределения вероятностей, когда в

прямоугольной системе координат строятся точки с координатами

{%k,Vk) и соединяются ломаной (рис. 409).
Закон распределения может быть задан и аналитически:

Pk =f(Xk).

То, что случайная величина х примет

одно из значений последовательности хь

х2, ..., хь ..., есть событие достоверное,
и потому должно выполняться условие

N

£* = 1 С1)
г=1

в случае конечной последовательности N

значений, или

г=1

в случае бесконечной последовательности. Заметим, что значение

случайной величины Х{, имеющее наибольшую вероятность,
называется модой. Случайная величина х, изображенная на рис. 409,
имеет моду х^.

*) Иногда коротко говорят: «закон распределения случайной величины».

\Pi \Р2 Рз \Р4 Pk

U | X] Х2 Х$ Xj Xfc X

Рис. 409.
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Пример 1. Переменная величина х есть число очков, выпадающее на

верхней грани игральной кости при ее однократном бросании. Переменная х может

принять одно из следующих значений: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Вероятность выпадения

каждого значения есть 1/6. Следовательно, таблица распределения этой случайной

величины будет иметь вид

X

V

1

1

6

2

1

6

3

1

6

4

1

6

5

1

6

6

1

6

Пример 2. Вероятность появления события А при каждом из бесконечной

последовательности испытаний равна р. Случайная величина х— номер

испытания, при котором произошло первый раз событие А. Найти закон распределения

случайной величины х.

Решение. Случайная величина х может принимать любое целое

положительное значение 1, 2, 3, ... Вероятность р\ того, что событие А произойдет при

первом испытании, будет
Р1 =Р(А)=р.

Вероятность р2 того, что событие не произойдет при первом испытании, а

произойдет при втором, будет

р2 = Р(АиА) = (1-р)р.

Вероятность рз того, что событие А не произойдет ни при первом, ни при

втором испытании, а произойдет при третьем, будет

р3 = Р(А и ~А и А) = (1 -р)(1 -р)р= (1-р)2р

и т.д.

Рк
= (1-р)к-1р. (2)

Таблица распределения вероятностей будет

X

Рк

1

V

2

(1 -р)р

3

(1-р)2Р

к

(1-р)к-ХР

Здесь также имеем:

Задача о стрельбе до первого попадания. Рассмотренная задача

имеет приложение, в частности, к вопросам стрельбы.
Пусть производится стрельба до первого попадания.

Вероятность попадания при каждом выстреле есть р.

Случайная величина х— номер выстрела, при котором
произошло первое попадание. Таблица распределения вероятностей этой

случайной величины будет та же, что и в примере 2.
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Пример 3. Вероятность попадания при каждом выстреле р = 0,8. Имеется

три снаряда. Определить вероятность того, что будет израсходован один

снаряд, два снаряда, три снаряда, если стрельба ведется до первого попадания или

промаха всеми тремя снарядами; составить таблицу распределения случайной
величины х— числа израсходованных снарядов.

Решение. Пусть х —случайная величина, число израсходованных

снарядов; Р (х = х\) — вероятность того, что будет израсходовано х\ снарядов. Тогда

Р (х = 1) = р = 0,8 равна вероятности попадания при одном (первом) выстреле.

Р (х = 2) = (1 - р)р = (1 - 0,8) • 0,8 = 0,16

—

вероятность того, что при первом выстреле был промах, при втором

выстреле — попадание.

р (х = 3) = (1 - р)2 = (1 - 0,8) • (1 - 0,8) = 0,2 • 0,2 = 0,04,

так как всего три снаряда и стрельбу прекращают независимо от того, будет ли

при третьем выстреле попадание или промах. Последнюю вероятность можно

было вычислить и как разность

1 - Р (х = 1) - Р (х = 2) = 1 - 0,8 - 0,16 = 0,04.

Таблица распределения будет иметь вид

X

Р(х = хк)

1

0,8

2

0,16

3

.0,04

Замечание. Данную задачу можно сформулировать в терминах «системы

урн», следовательно, она может иметь значение и при рассмотрении других

вопросов. Это замечание относится и к некоторым другим задачам.

§ 8. Относительная частота и вероятность относительной

частоты при повторных испытаниях

Пусть производится серия из п испытаний. В каждом из

испытаний может осуществляться событие А с вероятностью р. Пусть
х—случайная величина, означающая относительную частоту

появления события А в серии из п испытаний. Требуется определить
закон распределения случайной величины х в серии из п

испытаний.

Очевидно, что случайная величина х при п испытаниях примет

одно из следующих значений: 0/п, 1/п, 2/п, ..., п/п.
Теорема 1. Вероятность Р (ж = т/п) того, что переменная

величина х примет значение т/п, т. е. что _при п

испытаниях событие А появится т раз, а событие А (не появится

событие А) п — т раз равняется C™pm,qn~m, где С™—число
сочетаний из п элементов по т; р

—

вероятность появления

события А, р=Р(^А); q
—

вероятность непоявления события А, т.е.

q=l-p = P(A).
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Доказательство. Событие А появится т^раз при п испытаниях,

например, если чередование событий А и А будет таким:

АА...ААА...А,
ГП 71— 771

т.е. в первых га испытаниях появляется событие А, а в

последующих п_— т испытаниях событие А не появляется (появляется
событие А). Так как

Р(А)=р, Р(А) = 1-р = д,

то по_геореме умножения вероятность такого чередования событий

А и А будет
pmqn-m.

Но событие А может появиться га раз при п испытаниях и при

другой последовательности чередования событий А и А.

Например, при таком чередовании АА.. .AAA... Д А . Но обязательно

771 — 1 П —771 1

событие А должно произойти га раз, а событие А п —_т раз.
Вероятность появления такого чередования событий А и А будет

pm-lqn-mp
_ ртдп-т

Сколько же различных чередований событий А и А может быть

при п испытаниях, в которых событие А появится га раз?
Очевидно, что оно равно числу сочетаний из п элементов по га:

_

тг (тг - 1) (тг - 2) •

...

• [тг - (т - 1)]
• т

с™ =

1-2-3-

Таким образом, по теореме сложения получаем

Р (х = —) = pmqn-m + pmqn-m + ... + pmqn-m ,

или

p(* = f)=<WV" (1)

Теорема доказана.

Доказав теорему, мы тем самым определили закон

распределения случайной величины х, который мы и выразим в виде таблицы

X

р~Щ

0

п

lqn

1

п

С1пРЧП-1

_2
п

Clp2q*-2

т

п

C^pmqn~Tn

п

п

1-рп\\



436 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ [ГЛ. XX

Полученный закон распределения называется биномиальным

законом, потому что вероятности Р (х = — 1 равняются

соответствующим членам разложения выражения (q + р)п по формуле
бинома:

п

(<Z+p)m=£WY*-"\ (2)
771= 0

Как и следовало ожидать, сумма вероятностей всех возможных

значений переменной величины равна 1, так как (p + q)n = 1п = 1.

Замечание. При исследовании многих вопросов бывает нужно

определить вероятность того, что событие А осуществится «хотя

бы один раз», т. е. относительная частота этого события х ^ -.

Очевидно, что эта вероятность Р (х ^ -

J определится из равенства

p(*>±)=l-p(* = J)=l-,". (3)

Из таблицы распределения также следует, что вероятность

Р (х ^ -1 того, что событие произойдет не менее чем к раз,

определится по формуле
п

p(x^i) = TlcnPmqn-m, (4)
m=k

ИЛИ

p(*>2) = i-£<w
i

,71— 771
Я

о

Пример 1. Изобразить графически биномиальный закон распределения

случайной величины х при п = 8, р = х ■ 4 = ?
•

Решение. Определим все значения вероятностей, входящие в таблицу:
8
~

255'

>Ы)=<*-И»Т
>Ы)=<з-й)'=
>(•=§)=<«■«)' = *

-(—|)=с*-й)в=

8
~

1

8-7

1-2

8-7-

1-2-

8-7-

1-2-

7

32 '

7

64 '

1

32 '

1

256
*

1 1
'

256
~

32 '

1 7
"

2*
-

64 »

6 1 7

3
'

2*
"

32 '

6-5 1 35
■ 3 • 4

'

2*
"

128
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Построим многоугольник распределения (рис. 410).

Рис. 410.

Пример 2. Какова вероятность того, что событие А произойдет два раза

а) при 2-х испытаниях; б) при 3-х испытаниях; в) при 10 испытаниях,

если вероятность появления события при каждом испытании равняется 0,4?

Решение, а) Здесь п = 3, р = 0,4, q = 0,6:

Р (х = §) = С|р29о = ^ ■ (0,4)2 = 0,16;

б) здесь п = 3, р = 0,4, q = 0,6:

Р (х = |) = С$р2Ч* = \\ ■ (0,4)2 • 0,6 = 0,288;

в) здесь п = 10, р = 0,4, q = 0,6:

р (х = ш) = ciW = т^г • (°-4)2 • (°-6)8 = °-121-

Пример 3. По цели производится 5 независимых выстрелов. Вероятность
попадания при каждом выстреле равна 0,2. Для поражения цели достаточно

трех попаданий. Определить вероятность поражения цели.

Решение. Здесь п = 5, р = 0,2, q = 0,8. Очевидно, что вероятность

поражения следует вычислять по формуле

Р„0Р=Р(*=§)+Р(*=|)+Р(*=|)
или по формуле

рвор = 1-[р(х=й)+р(х=1)+р(*=|)]
По первой формуле имеем

Рпор - С5р q +Сър q + G5p =

= \\\\\ ' 0,23 • 0,82 + \ . 2 ! з '• 4
' °'24 ' °'8 + 1 ' °'2* = °'05792 * °'06-

Пример 4. Производится четыре независимых испытания. Вероятность
появления события А при каждом испытании 0,5. Определить вероятность того,
что событие А появится не менее двух раз.

Решение. Здесь п = 4, р = 0,5, q = 0,5:

р (х ^ |)=р (*=§)+р (х=§)+р (х=у,
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p(«>iH-N*=i)+pM)]-
Вычислим вероятность

р (х < f ) = р (х = i) + р (х = i) = q* +4q3pl = °'54 + 4 • °'54 = °'3125-

Следовательно, по второй из формул получаем

Р (х ^ \\ = 1 - [(0,5)4 - 4 • (0,5)4] = 0,6875 « 0,69.

Пример 5. Вероятность брака в данной партии деталей р = 0,1. Какова

вероятность того, что в партии из 3-х деталей будет т = 0, 1, 2, 3 бракованных
деталей?

Решение.
1 . (0,9)3 = 0,729,Р(*=§)=<*<

Р (х = i) = C3W = f ' 0,1 • (0,9)2 = 0,243,

Р (Х = l) = СзР29 = f-§ ' (ОД)2 • 0,9 = 0,027,

р (х = | j = С|р3 = 0,001.

§ 9. Математическое ожидание дискретной случайной величины

Пусть имеем дискретную случайную величину х с

соответствующим законом распределения:

X

Р(х = хк)

XI

р\

Х2

Р2

Хк

Рк

Хп

Рп

Определение 1. Математическим ожиданием дискретной

случайной величины х (будем его обозначать М [х] или тх)
называется сумма произведений всех возможных значений случайной
величины на вероятности этих значений:

или коротко

М [х] = xipi + х2р2 + •.. + хпрп ,

п

м М = YlXkPk •

k=l

(1)

При этом, как ранее указывалось, J2 Рк = 1.
k=i

Если значения случайной величины образуют бесконечную
последовательность значений, то

тх = 22 хкРк (1')
k=i
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Будем рассматривать только такие случайные величины, для

которых этот ряд сходится.

Установим связь математического ожидания случайной
величины со средним арифметическим значением случайной величины

при большом числе испытаний, а именно покажем, что при

большом числе испытаний среднее арифметическое наблюдаемых
значений близко к ее математическому ожиданию, или в терминах,

установленных в §1, можно сказать, что среднее арифметическое
наблюдаемых значений случайной величины при неограниченном

возрастании числа испытаний стремится к ее

математическому ожиданию.

Пусть производится N независимых опытов. Предположим, что

значение х\ появилось п\ раз,

значение ж2 появилось п^ раз,

значение xv появилось nv раз.

Случайная величина х принимает значения a?i, #2, •••, хи.

Вычислим среднее арифметическое_полученных значений

величины х (будем его обозначать через М [х] или тх):
—

_ Xltll + Х2П2 + ... + ХуПу
__

ТПх —
N =*i^ + *2f+ ... + *„f. (2)

Но так как при большом числе испытаний N относительная

Nчастота 4т- стремится к вероятности появления значения х&, то

YlXk!N-~YlXkPk'

При довольно естественных предположениях получается

М[я?] >М[х]. (3)
п —► оо

Замечание 1. Если бы мы рассмотрели схему урн с N шарами,

где п\ шаров с числовой отметкой х\, п^ шаров с числом х^

и т.д., то «ожидаемое число» при вынимании одного шара будет
выражаться формулой (2), т.е. равно гпх.

Пример 1. Определить математическое ожидание случайной величины х

числа попаданий при трех выстрелах, если вероятность попадания при каждом

выстреле р = 0,4.

Решение. Случайная величина х может принять значения

х\ =0, Х2 = 1, а?з = 2, х\ = 3.

Составим таблицу распределения данной случайной величины.
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Вероятность этих значений находим по теореме о повторных испытаниях

(п = 3, р = 0,4, q = 0,6):

Р (х = 0) = С§ • 0,б3 = 0,216,

р (х = 1) = С\ • 0,4 • 0,б2 = 0,432,

Р (х = 2) = С| • 0,42 • 0,6 = 0,288,

Р (х = 3) = С| • 0,43 = 0,064.

Таблица распределения случайной величины будет

X

Р(х = хк)

0

0,216

1

0,432

2

0,288

3

0,064

Математическое ожидание вычисляем по формуле (1):

тпх = 0 • 0,216 + 1 • 0,432 + 2 • 0,288 + 3 • 0,064 = 1,2 попаданий.

Пример 2. Производится один выстрел по объекту. Вероятность попадания

равна р. Определить математическое ожидание случайной величины х числа

попаданий.

Составляем таблицу распределения случайной величины

X

Рк

0

1-Р

1

Р

Следовательно, тпх =0-(1 — p)-fl •

р = р.

Замечание 2. В дальнейшем будет установлено, что

математическое ожидание М [х] числа появления события А при п

независимых испытаниях равно произведению числа испытаний на

вероятность р появления события А при каждом испытании:

М [х] = пр. (4)

Если в формуле (4) п— число выстрелов, р—вероятность

попадания, то решение задачи примера 1 будет следующее:

М [х] = пр = 3 • 0,4 = 1,2 попаданий.

Если в формуле (4) известны М [х] и р, то находится п— число

испытаний, дающих заданное математическое ожидание числа

наступления события
МЫ

п = —L-i.
р

Пример 3. Вероятность попадания при одном выстреле р — 0,2. Определить
расход снарядов, обеспечивающих математическое ожидание числа попаданий,

равное 5:

п = А = 25 снарядов.
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(Отметим еще раз, что подобные задачи имеют место в различных

исследованиях. Там слово «попадание» заменяется словами «появление события», слово

«выстрел»
—словом «испытание».)

Пример 4. Определить математическое ожидание случайной величины х,

со следующей таблицей распределения:

X

Рк

1

Р

2

(1 -р)р

3

(1-р)2Р

к

(1-р)к-ХР

Смотри пример 2 § 7.

Решение. По формуле (1) имеем (обозначая 1 — р = q)
тх = 1 •

р + 2qp + Zq2p + ... + kqk~lp + ...
=

= р(1 + 2q + Zq2 + ... + kqk~l + ... ) = p(q + q2 + q3 + ... + qk + ... )' =

-Pf_g-V-P. i-q + g
=

p
= _p_ = I

~PVi-W ~P
(i-9)2 (i-9)2 p2 p"

Итак,

mx = -.

Заметим, что

mx —» 1 при р
—» 1,

rax —> oo при p —» 0.

Эти соотношения можно объяснить исходя из смысла задачи.

Действительно, если вероятность появления события А при
каждом испытании близка к 1 (р « 1), то можно ожидать, что

событие А произойдет при одном (первом) испытании (тх « 1).
Если же вероятность р мала (р « 0), то можно ожидать, что для

того, чтобы произошло событие А, потребуется произвести очень

много испытаний (тх « оо).
Математическое ожидание случайной величины х называется

центром распределения вероятностей случайной
величины х.

Замечание 3. Название «центр распределения вероятностей»
введен по аналогии с названием «центр тяжести». Если на оси Ох
в точках с абсциссами a?i, х2, •••, #п помещены массы pi, р2, •••,

..., рп, то из аналитической геометрии известно, что абсцисса

центра тяжести этих масс определяется по формуле
п in

хс = J2xkpk/J2pk'
к=1 ' к=\

п

Если J2 рк = 1, то

к=г
»

Хс =22 Х^Рк • (5)
к=\

Формула (5) по виду совпадает с формулой (1) для

математического ожидания.



442 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ [ГЛ. XX

2 *>з *4 л5 л6 л7

Рис. 411.

Р4

Ps
Рб Рт

*1 Щ *3 "гЧ *5 *6 *7 Х'

Рис. 412.

Итак, установлено, что центр тяжести масс и математическое

ожидание вычисляются по аналогичным формулам. Отсюда и

название «центр распределения вероятностей».

Пусть дана случайная величина х с соответствующим законом

распределения (рис. 411); пусть ее математическое ожидание тх.

Рассмотрим далее разность случайной величины х и ее

математического ожидания х — тх.

Эту случайную величину будем называть центрированной
случайной величиной или отклонением и обозначать х°.

Очевидно, что закон распределения этой случайной величины х°

будет

х°

Рк

х® = х\
—

тх

Р\

^2
= Х2

—

ТПХ

VI

rcjjj = Xk
— тпх

Рк

(см. рис. 412).
Найдем математическое ожидание центрированной случайной

величины:

М [Х - mx) = 5>fe - тх)Рк = £ хкРк
- £ тхрк =

к=1 к=1 к=1

п

= ГПХ
- ГПХ У^ Pk = Шх

- ™>х
' 1 = О»

к=\

Итак, математическое оэюидание центрированной случайной ее-

личины равно нулю.
Замечание 4. Иногда бывает целесообразно неслучайную

(достоверную) постоянную величину с рассматривать как случайную
величину, которая с вероятностью 1 принимает значение с, а

другие значения принимает с вероятностью 0.

Тогда имеет смысл говорить о математическом ожидании

постоянной:

М [с] = с
• 1 = с, (6)

т. е. математическое оэюидание постоянной равно самой постоянной.
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§ 10. Дисперсия. Среднее квадратическое отклонение.

Понятие о моментах

Кроме математического ожидания случайной величины х,

которое определяет положение центра распределения вероятностей,
количественной характеристикой распределения случайной
величины является дисперсия случайной величины х.

Дисперсию будем обозначать D [х] или ах .

Слово «дисперсия» означает рассеивание. Дисперсия является

числовой характеристикой рассеивания, разброса значений
случайной величины относительно ее математического ожидания.

Определение 1. Дисперсией случайной величины х

называется математическое ожидание квадрата разности случайной
величины х и ее математического ожидания (т.е. математическое

ожидание квадрата соответствующей центрированной случайной
величины):

D[x] = M[(x-mx)2], (1)
ИЛИ п

0[x] = Y,(xk-mx)2pk. (2)
k=i

Дисперсия имеет размерность квадрата случайной величины.

Иногда, для характеристики рассеивания, удобнее пользоваться

величиной, размерность которой совпадает с размерностью
случайной величины— средним квадратическим отклонением.

Определение 2. Средним квадратическим отклонением

случайной величины называется корень квадратный из ее

дисперсии:

a[x] = y/D[x],
или в развернутом виде

Среднее квадратическое отклонение обозначают также ах.
Замечание 1. При вычислении дисперсии формулу (1) бывает

удобно преобразовать так:

п п п п

D и = Yl(Xk" т*)2рь = Y x*pk"2 11, xkm*Pk + И m*p*=
k=l k=l k=l k=l

= Yl x*Pk -2m* YlXkPk+m* Ypk =

k=i fc=i k=i

= M [x2] - 2rnx • rnx + ra2 • 1 = M [x2] - m2x .

Итак,
D[x] = M[x2]-m2, (4)
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т.е. дисперсия равна разности математического ожидания

квадрата случайной величины и квадрата математического ожидания

случайной величины.

Пример 1. Производится один выстрел по объекту. Вероятность
попадания р. Определить математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратиче-

ское отклонение.

Решение. Строим таблицу значений числа попаданий

X

Рк

1

р

0

Я

где q = 1 — р. Следовательно,

М [х] = 1 •

р + 0 •

q = р,

D [х] = (1 - р)2р + (0 - p)2q = q2p + p2q = pq

a [x] = yfpq. I (5)

Чтобы представить смысл понятия дисперсии и среднего квадра-

тического отклонения как характеристики рассеивания случайной
величины, рассмотрим примеры.

Пример 2. Случайная величина х задана следующим законом

распределения (см. таблицу и рис. 413):

х

Рк

2

0,3

3

0,4

4

0,3

Определить: 1) математическое ожидание, 2) дисперсию, 3) среднее квадрати-

ческое отклонение.

Решение.

1. М [х] = 2 • 0,3 + 3 • 0,4 + 4 • 0,3 = 3,

2. D [х] = (2 - З)2 • 0,3 + (3 - З)2 • 0,4 + (4 - З)2 • 0,3 = 0,6,

3. а [х] = y/D[x] = v^6" = 0,77.

0,3
0А

0,3

2 3 4 х

Рис. 413.

0,3
0,4

3

Рис. 414.

0,3

5 х
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Пример 3. Случайная величина х задана следующим законом распределения

(см. таблицу и рис. 414):

X

Рк

1

0,3

3

0,4

5

0,3

Определить: 1) математическое ожидание, 2) дисперсию, 3) среднее квадрати-

ческое отклонение.

Решение.

1. Щх] = 1 -0,3 + 3 -0,4 + 5 0,3 = 3, Р\ ?

2. D [х] = (1 - З)2 • 0,3 + (3 - З)2 • 0,4 + (5 - З)2 • 0,3 = 2,4,
3. (т[х] = у/%4= 1,55. Г

Рассеивание, разброс случайной величины в первом приме- _] 1 *-

ре меньше рассеивания случайной величины во втором примере
"* о X

(см. рис. 414 и 415). Дисперсии этих величин соответственно
р 415

равны 0,6 и 2,4.
Пример 4. Случайная величина х задана следующим законом распределения

(см. таблицу и рис. 415):

X

р

3

1

Определить: 1) математическое ожидание, 2) дисперсию, 3) среднее квадрати-

ческое отклонение.

Решение.

1. ми = з-1 = 3,
2. D [х] = (3 - З)2 • 1 = 0,
3. а [х] = 0.

Рассеивание значений этой случайной величины отсутствует.

Замечание 2. Если рассматривать постоянное число как

случайную величину, которая принимает значение с с вероятностью

1, то легко показать, что D[c] = 0.

Доказательство. Было показано, что М [с] = с (см. (5) §9).
По формуле (1) получаем D [с] = М [(с - с)]2 = М [0] = 0, что и

требовалось доказать.

Замечание 3. По аналогии с механической терминологией
математическое ожидание величин (х — тх), (х — тпх) называют

центральным моментом первого и второго порядка случайной
величины х. Рассматривают и центральный момент третьего

порядка
п

Y^(Xk - ™>xfVk •

к=\

Если случайная величина распределена симметрично относительно

центра распределения вероятностей (рис. 411), то очевидно, что ее

центральный момент третьего порядка будет равен нулю. Если

момент третьего порядка отличен от нуля, то случайная величина

не может быть распределена симметрично.
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§11. Функции от случайных величин

Пусть случайная величина х задана законом распределения в

виде таблицы

X

Рк

XI

Р1

Х2

Р2 ...

Хк

Рк

Хгг

Рп

Рассмотрим функцию от случайной величины х: y
= f(x).

Значения функции yk = /(xk) будут значениями случайной
величины у.

Если все значения г/*
= f (xk) различны, то закон распределения

случайной величины у задается таблицей

У = /(*)

Рк

У\ = f(xi)

PI

У2 = 1(Х2)

PI

... Ук = f(xk)

Рк

Уп = f(xn)

Рп

Если среди значений г/д. = f(xk) есть равные, то

соответствующие столбцы следует объединить в один, сложив соответствующие

вероятности.
Математическое ожидание функции у = / (х) случайной

величины х будет определяться по формуле, аналогичной

формуле (1) §10:
M[/(*)] = £/(*fc)ft- (1)

к=\

Аналогичным образом определяется и дисперсия функции:
п

D[/(x)] = M [(/(*)-M[/(*)])2]=£(/(*fc)-m/(x))V
fc= l

Пример. Случайная величина у? задана следующим законом распределения:

ч>

Рк

7Г

~2

0,1

7Г

4

од

0

0,2

7Г

4

0,3

7Г

2

0,3

Рассматривается функция этой случайной величины у = A sin (p.

Составим таблицу распределения для случайной величины у:

У

Рк

-А

0,1

Ау/2
2~

0,1

0

0,2

Ау/2
2

0,3

А

0,3
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Найдем математическое ожидание функции

М [A sin <р] = -А- 0,1 - ^-^- -0,1 4-0- 0,2 + ^-^ • 0,3 + А ■ 0,3 =

= А f0,2 + ^ • 0,2 j = А (0,2 + 0,14) = 0,34Л.

Задачи подобного типа могут возникнуть при рассмотрении колебательных

процессов.

§ 12. Непрерывная случайная величина. Плотность

распределения непрерывной случайной величины. Вероятность
попадания непрерывной случайной величины в заданный интервал

Для понимания данного вопроса рассмотрим пример.

Пример. Замеряется величина износа цилиндра после некоторого периода

эксплуатации. Эта величина определяется значением увеличения диаметра

цилиндра. Обозначим ее х. Из существа задачи следует, что величина х может

принимать любое значение из некоторого интервала (а, 6) возможных ее

значений.

Такую величину называют непрерывной случайной
величиной.

Итак, рассмотрим непрерывную случайную величину х,

заданную на некотором интервале (а, Ь), который может быть и

бесконечным интервалом (—оо, +оо). Разделим этот интервал

произвольными точками хо, #ь #2, •••, #п на малые интервалы длины

ДХг-1 = Х{
— Xi-l-

У

IIU 1
%i-t %{

Рис. 416.

,хп х

Допустим, что нам известна вероятность того, что случайная
величина х попала на интервал (xi_i,Xi). Эту вероятность мы

обозначим так: Р(х{-\ < х < Х{) и изобразим в виде площади

прямоугольника с основанием Axi-i (рис. 416).
Для каждого интервала (xi-ь Х{) определяется вероятность

попадания случайной величины х в этот интервал и, следовательно,
может быть построен соответствующий прямоугольник. Таким

образом, получаем ступенчатую ломаную.
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Определение 1. Если существует такая функция у = /(х), что

а)
.. Р (х < х < х + Ах) г/ \hm —

т -=/(х),Ах

то эта функция /(х) называется плотностью распределения
вероятностей случайной величины х или законом

распределения. (Также говорят «плотность распределения» или «плотность

вероятности».) Через х будем обозначать случайную непрерывную

величину, через х или Xk значения этой случайной величины. Но

иногда, если это не мешает пониманию, и в первом случае черту

будем опускать. Кривая у = / (х) называется кривой
распределения вероятностей или кривой распределения (рис. 417).
Пользуясь определением предела, из равенства (1) с точностью

до бесконечно малых высшего порядка относительно Ах следует
приближенное равенство

Р (х < х < х + Ах) S / (х) Ах. (2)

Докажем далее следующую теорему.

Теорема 1. Пусть f (x) есть плотность распределения
случайной величины х. Тогда вероятность того, что значение

случайной величины х попадет в некоторый интервал (а, /3), равна

определенному интегралу от функции f (x) в пределах от а до /3,
га. е. справедливо равенство

Р (а < х < /3) = / / (х) dx. (3)

Рис. 418.

Доказательство. Разобьем
интервал (а, /3) точками а = xi, х2, ...,

xn+i = /3 на п малых интервалов

(рис. 418). К каждому из этих

интервалов применим формулу (2):

Р (xi < х < х2) = / (xi) Axi ,

Р(х2 <х<х3)^/(х2)Ах2,

Р (хп < х < xn+i) ^ / (хп) Ахп .

Складываем левые и правые части равенства. Очевидно, что слева

получим Р (а < х < /3). Итак, п

Р(а<х</3)~^/(х;)Дх;.
г=1

Получили приближенное равенство. Переходя к пределу в правой
части при max Ах^ —» 0 на основании свойств интегральных сумм,

получим точное равенство п

Р(а<х</3)= lim V/(xi)Axi.
max Axi—>0

*—^

1=1
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(Мы предполагаем, что /(х) такова, что справа стоящий предел

существует.) Но справа стоящий предел есть определенный инте

грал от функции /(х) в пределах от а до /3. Итак,

Р (а < х < /3) = I f (x) dx.

Теорема доказана.

Таким образом, зная плотность распределения случайной
величины, мы можем определить вероятность того, что значение

случайной величины попало в данный интервал. Геометрически
эта вероятность равняется площади соответствующей
криволинейной трапеции (рис. 419).

Замечание. В случае непрерывной случайной величины

вероятность события, состоящего в том, что х = хо , будет равна

нулю.

Действительно, положив в равенстве (2) х = Хо, получим

Р (х0 < х < х0 + Ах) « / (х0) Ах,

откуда

или

lim Р (хо < х < хо + Ах) = О,
Ах—►()

Р(х = х0) = 0.

(См. также замечание 1 §2.) Поэтому в равенстве (3) и

предыдущих мы можем писать не только Р (а < х < /3), но и Р (а ^ х ^ /3),
так как

Р (а ^ х ^ /3) = Р (х = а) + Р (а < х < /3) + Р (х = /3) = Р (а < х < /3).

Если все возможные значения случайной величины х находятся

на интервале (а, Ь), то

ь

I f(x)dx = 1, (4)

так как достоверно, что значение случайной величины попадет в

интервал (а, Ь).
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Если интервал возможных значений (—оо, +оо), то

+оо

f (x)dx = 1./ (5)

Заметим, что если из существа рассматриваемой задачи следует,
что функция f(x) определена на конечном интервале (а, Ь), то

можно считать, что она определена на всем бесконечном интервале

( — 00, +00), НО

f(x)=0
вне интервала (а, Ь). В этом случае выполняется и равенство (4),
и равенство (5). Плотность распределения случайной величины

полностью определяет случайную величину.

§ 13. Функция распределения или интегральный закон

распределения. Закон равномерного распределения вероятностей

Определение 1. Пусть f (х) есть плотность распределения

некоторой случайной величины х (—оо < х < +оо), тогда функция
х

dx (1)

называется функцией распределения вероятностей, или

интегральным законом распределения.

Рис. 421.

Для дискретной случайной величины функция распределения

равна сумме вероятностей тех ее значений х&, которые меньше х:

F(x)= £pfc.
Xk<X

На основании равенства (3) § 12 следует, что функция
распределения F{x) есть вероятность того, что случайная величина х

примет значение, меньшее х (рис. 420):

F(x) = Р(-оо < х < х). (2)
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Из рис.420 следует, что при данном значении х значение функции
распределения численно равняется площади, ограниченной
кривой распределения, лежащей левее ординаты, проведенной через

точку х.

График функции F (х) называется интегральной кривой
распределения (рис. 421).

Переходя к пределу при х —» +оо в равенстве (1) с учетом (5)
§12, получаем х +00

lim F(x)= lim [ f(z)dz= [ f(x)dx = l.
X—►+(» X—►+(» J J

—oo —oo

Докажем далее следующую теорему.

Теорема 1. Вероятность попадания случайной величины х в

заданный интервал (а, /3) равняется приращению функции
распределения на этом интервале:

P(a<x<0) = F(P)-F(a).

Доказательство. Выразим вероятность попадания случайной
величины х в заданный интервал (а, /3). Формулу (3) § 12
перепишем так: (3 (3 а

Р (а < х < /3) = I f (x) dx = I f(x)dx- j f (x) dx

a —oo —oo

(см. рис. 422). Пользуясь равенством (1), можем написать

P(a<x</3) = F(/3)-F(a),
что и требовалось доказать (см. рис. 423).

У\

^Р(а<х<$)=
=F(V-F(a)

Заметим, что плотность распределения f (х) и соответствующая

функция распределения F(x) связаны соотношением

F'(x) = f(x). (3)

Это следует из равенства (1) и теоремы о дифференцировании
определенного интеграла по верхнему пределу.

Рассмотрим далее случайную величину с законом

равномерного распределения вероятностей. Закон распределения или
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плотность распределения / (х) такой случайной величины задается

следующим образом: / (х) = 0 при х < a, f (х) = с при а < х < Ь,
f (я) =0 при Ь < х. На интервале (а, Ь) плотность / (х) имеет

постоянное значение с (рис. 424), а вне этого интервала равна

нулю. Такое распределение также называют законом равномерной
плотности.

+оо

t/x\
Из условия f f (x) dx = 1 находим

значение с:

+ оо 6

/ f(x)dx= / cdx = с(Ь — а) = 1,

а а р
Рис. 424.

Ь х
— оо

следовательно,

Ь-а=-.

Из последнего равенства следует, что интервал (а, Ь), на

котором имеет место равномерное распределение, обязательно конечен.

Определим вероятность того, что случайная величина х примет

значение, заключенное в интервале (а, /3):

P(a<x<l3) = Jf(x)dx = l^-adx = ^.

Итак, искомая вероятность

Р (а < х < (3) =
(3-а
Ь — а

(это соотношение аналогично определению геометрической
вероятности для двумерного случая, приведенному в §3).

Определим интегральный закон распределения
X

F(x)= J f(x)dx.

Если х < а, то / (х) = 0 и, следовательно,

F(x) = 0.

Если а < х < Ь, то / (х) = i—- и, следовательно,

Если Ь < х, то

х

F(x)= (-r±-dx = ^.v/

J b — a b — a

a

+ oo

/(x) = 0, / f(x)dx = 0,
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следовательно,

ь

Ь — а

b — а
F(x)= J f(x)dx = J ъ^-Jx. = 1

F(x)

д
.A
a I

1

Ь x

(см. рис.425). рис425

Приведем несколько конкретных случайных величин с законом

равномерной плотности.

Пример 1. При измерении некоторой величины производится округление до

ближайшего деления шкалы. Ошибки при округлении есть случайная величина с

равномерным распределением вероятностей. Если 2/ — число некоторых единиц

в одном делении шкалы, то плотность распределения этой случайной величины

будет

f (х) — 0 при х < —Z,

f(x) = l/2l при -1<х<1,

f (х) = 0 при / < х.

Здесь а = -/, 6 = /, с = 1/2/.

Пример 2. Вращающееся симметричное колесо останавливается вследствие

трения. Угол 0, образованный некоторым фиксированным подвижным радиусом

колеса с неподвижным радиусом после остановки колеса, есть случайная

величина с плотностью распределения / (в) = 0 при в < 0, / (в) = «— при 0 < в < 27Г,

f(6) = 0 при 27Г < в.

§ 14. Числовые характеристики непрерывной случайной величины

Аналогично тому, как это было сделано ранее для дискретной

случайной величины, рассмотрим числовые характеристики

непрерывной случайной величины х с плотностью распределения f(x).
Определение 1. Математическим оэюиданием

непрерывной случайной величины х с плотностью распределения f (х)
называется выражение

+оо

М[х]= f xf(x)dx. (1)
—оо

Если случайная величина х может принимать значения

только на конечном отрезке [а, Ь], то математическое ожидание М [х]
выразится формулой

ь

М[х]= fxf(x)dx. (1')
а

Формулу (1;) можно рассматривать как обобщение формулы (1) §9.
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Действительно, разобьем отрезок [а, Ь] на интервалы (х&_1, х&).
В каждом из интервалов возьмем точку &.. Рассмотрим
вспомогательную дискретную случайную величину £, которая может

принять значения

£ь &> •••
> &> ••

•, £п-

Пусть вероятности соответствующих значений дискретной
случайной величины будут pi, р2, •••, Рь ..., Рп'-

Р1=/(й)Дя?1,Р2=/(&)Дя?2, ...,Л = /(&)Д%, ..., Рп=/(^п)Дхп*).
Математическое ожидание данной дискретной величины £ будет

мю = Х>р*.
или

*-1

М И = 6/(6) Д*1 + 6/ (6) Дх2 + ... + 6/ (6) Д«* + • • •

п

. . . + £п/ (£п) Дхп = Y^^f (&) Ах* '

fc=l

Переходя к пределу при max Axk —*• 0, получаем
ь

lim У" &/ (Ы Дх^ = / xf (х) dx.

Выражение, стоящее справа, есть математическое ожидание

непрерывной случайной величины х, которая может принимать любое

значение х, принадлежащее отрезку [а, Ь]. Аналогичное

рассуждение можно провести и для бесконечного интервала, т.е. для

выражения (1). Формулы (1) и (1;) аналогичны формуле (1) §9
для дискретной случайной величины. Математическое ожидание
также будем обозначать тх.

Математическое ожидание называют центром распределения
вероятностей случайной величины х (рис. 426). Если кривая

распределения симметрична относительно оси Оу, т.е. /(х) —

функция четная, то очевидно, что

+оо

М [х] = J xf (x) dx = 0.

В этом случае центр распределения вероятностей совпадает с

началом координат (рис. 427). Рассмотрим центрированную случайную

величину х — тх. Найдем ее математическое ожидание:

*) В то же время /(£*.) Джд. есть вероятность того, что непрерывная случайная
величина х примет значение из интервала (xk-i, Xk).
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м

+оо +оо +оо

[х-тх] = / (х - mx)f(x)dx = / xf(x)dx-mx / f(x)dx =

= тх
—

тх 1 = 0.

Математическое ожидание центрированной случайной
величины равно нулю.

Определение 2. Дисперсией случайной величины х

называется математическое ожидание квадрата соответствующей
центрированной случайной величины:

+оо

(2)D[x]= (x-mx)2f(x)dx.

Формула (2) аналогична формуле (2) § 10.

Определение 3. Средним квадратическим отклонением

случайной величины х называется корень квадратный из

дисперсии:

а [х] = y/D[x] =

N-

+оо

/ (х - тх)2f (x) dx. (3)

Эта формула аналогична формуле (3) § 10. При рассмотрении

конкретных примеров мы увидим, что, как и в случае дискретной

случайной величины, дисперсия и среднее квадратическое
отклонение характеризуют рассеивание значений случайной величины.

Определение 4. Значение случайной величины х, при котором
плотность распределения имеет наибольшее значение, называется

модой (будем ее обозначать Мо). Для случайной величины х,

кривая распределения которой изображена на рис. 426 и 427, мода

совпадает с математическим ожиданием.

Определение 5. Число, которое мы обозначим Ме, называется

медианой, если оно удовлетворяет равенству

Мс +оо

J f(x)dx= J f{x)dx = \
-oo Mv

(4)
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(рис. 428). Последнее равенство можно

переписать так:

Р(х<Ме) = Р(Ме<х)=|,
т.е. равновероятно, что случайная
величина х примет значение, меньшее Ме и

большее М€.

Заметим, что сама случайная
величина х может значения М€ и не

принимать.

§ 15. Нормальный закон распределения.

Математическое ожидание нормального распределения

Изучение различных явлений показывает, что многие случайные
величины, например, такие, как ошибки при измерениях, боковое

отклонение и отклонение по дальности точки попадания от

некоторого центра при стрельбе, величина износа деталей во многих

механизмах и т.д., имеют плотность распределения вероятности,

выражающуюся формулой

д*) =

ту/Ъ: (1)

В этом случае говорят, что случайная величина подчинена

нормальному закону распределения (это распределение также

называют законом Гаусса). Кривая нормального распределения

изображена на рис. 429. Таблица значений функции (1) при а = О,
а = 1 помещена в конце книги (см. табл. 2). Аналогичная кривая
подробно исследована в §9 гл. V т. I.

Покажем сначала, что плотность

распределения (1) удовлетворяет

основному соотношению (5) §12:
+оо

J f(x)dx = l.

Действительно, вводя обозначение

*-=?- = t, dx = ypladt,
v 2<т

можем написать

+оо+ оо +оо

/ —7= e~i£f£- dx=-}= f e~t2 dt = -3= jT = 1,
J os/bi s/T J y/W

v '
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так как
+оо

J е~е dt = у/Т

(см. §5 гл. XV).
Определим математическое ожидание случайной величины с

нормальным законом распределения (1). По формуле (1) §14 имеем

+оо

тхгх= [ х—\=e-K-^-dx. (2)
J (ту/2-к
—оо

Сделав замену переменного
х — а .

получаем
х = а + \Пat, dx = уПg dt.

Следовательно,

+оо +оо +оо

mx = -±= f (a + \/r2ot)e-t2dt=-±=a f е~* dt + ^=- f te~e' dt.

—oo —oo —oo

Первый интеграл справа равен у/Т. Вычислим второй интеграл:

+оо
|+оо

/ te~t2 dt = -\е~е
2

—оо

Итак,

= 0.
—оо

тх = а. (3)
Значение параметра а в формуле (1) равно математическому

ожиданию рассматриваемой случайной величины. Точка х = а

является центром распределения вероятностей или центром рассеивания.

При х = а функция f (х) имеет наибольшее значение, поэтому
значение х = а является модой случайной величины. Так как

кривая (1) симметрична относительно прямой х = а, то

+оо

/ f(x)dx= / / (х) dx,

т. е. значение х = а является медианой нормального
распределения. Если в формуле (1) положим а = 0, то получим

/(x) = -L=e-^. (4)
ay/ 27Г
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Соответствующая кривая симметрична
относительно оси Оу. Функция f (х)
есть плотность нормального

распределения случайной величины с центром

распределения вероятностей, совпадающим с

началом координат (рис. 430). Числовые

характеристики случайных величин с

законами распределения (1) и (4),
определяющие характер рассеивания значений

случайной величины относительно центра рассеивания,

определяются формой кривой, которая не зависит от величины а, и

поэтому совпадают. Величина а определяет величину сдвига кривой

(1) вправо (при а > 0) или влево (при а < 0). Для некоторого

сокращения письма мы будем проводить многие дальнейшие

рассуждения применительно к плотности распределения, определяемого

формулой (4).

§ 16. Дисперсия и среднее квадратическое отклонение

случайной величины, подчиненной нормальному закону

распределения

Пусть плотность распределения случайной величины х дается

формулой

(1)

Дисперсия непрерывной случайной величины определяется по

формуле (2) §14.
В нашем случае

тх = а = 0.

Имеем:
+оо

D [х] = / х2—т=е~2^ dx.

— oo

Сделаем замену переменного 5- = /, тогда

+оо +оо

D[x] = ^J f t2e~t2dt = ^= f t-2te~t2dt.
—OO —OO

Проинтегрировав по частям, получим

L J
V7T

-te

+oo
+oo

+ / e-'2 dtI
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Так как

lim te~l = 0,

+оо

/ е
' dt = y/lF,

(2)

то окончательно получаем

D[x]=a2.
Среднее квадратическое отклонение в

соответствии с формулой (3) § 14 будет

а [х] = y/D[x] = a.

У

0

\G=l/2

\

Рис. 431.

(3)

Итак, дисперсия равняется параметру а2 в формуле плотности

распределения (1). Мы уже говорили выше, что дисперсия

характеризует рассеивание значений случайной величины относительно

центра рассеивания. Посмотрим, как значение параметра а2 влияет

на форму кривой распределения. На рис. 431 изображены кривые

распределения для значений а =
^,

сг = 1, сг = 2. Рассматривая
эти кривые, видим, что чем меньше сг, тем максимум функции
f (х) больше, вероятность значений, близких к центру
рассеивания (х = 0), больше, вероятность значений, удаленных от начала,
меньше. Это обстоятельство выражают словами: чем меньше

дисперсия сг2, тем меньше рассеивание значений случайной величины.

§ 17. Вероятность попадания значения случайной величины

в заданный интервал. Функция Лапласа. Интегральная
функция распределения для нормального закона

В соответствии с формулой (3) §12 определим вероятность того,
что значение случайной величины х, с плотностью распределения

/(*) =
1

т\/~2к
в 2*2

попадает в интервал (а, /3):
(3

Р (а < х < /3) = j f (x) dx,

или

1 [ (х-а)2
Р (а < х < /3) = —т= / е ~^г~ dx (1)

(рис. 432). Сделаем замену переменной

у/~2с
= t.
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Получаем

Р(а<х<(3) = -±= [ е"<2 dt. (!')
а — а

а у/Т

Справа стоящий интеграл не выражается через элементарные

функции. Значения этого интеграла выражаются через значения

интеграла вероятностей
X

dt. (2)

Укажем некоторые свойства функции Ф(х), которыми мы будем
пользоваться ниже.

/

0

-/

Ф(х)

X

Рис. 433.

1. Ф(х) определена при всех значениях х.

2. Ф(0) = 0. +оо Г-

3. Ф(+оо) = 4= / е-«аА = 4-.^- = 1.

4. Ф (х) монотонно возрастает на интервале (0, +оо).
5. Ф(х) — функция нечетная, так как

ф(-х) = -Ф(х). (3)

6. График функции Ф(х) изображен на рис. 433.

Составлены подробные таблицы значений этой функции.
Краткая таблица приведена в конце книги (см. табл. 1).
Перепишим равенство (1;), пользуясь теоремой о разбиении

промежутка интегрирования:

Р (а < х < /3) =
ft —a a—a ft—a

0 в у/~2 а у/~2 а у/~2

\ /"«-«**+ / r-t2dt\ =-Д_Г- [ e-*dk± f р^ dt-МI е~"Л+/ «"'*=£- / е~"*+ /е"
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Последнее равенство можно переписать так:

461

at — a

а у/Т

p«,<.<«-$ £/.-'*-£/.-' dt

о о

Пользуясь функцией Ф(х) (см. (2)), окончательно выразим

вероятность попадания случайной величины х, подчиненной нормальному
закону в интервал (а, /3):

PC<»<fl-i[»(5f)-»(j7f)]. (4)

При а = О получаем:

Р(а<г<^) = 1[ф(-^)-ф(-^)]. (5)

Приравняв правые части равенств (1) для случая а = 0 и равенства

(5), получаем

1*е--*'-ь[*Ш-*Ы (5')

Часто приходится вычислять вероятность того, что значение

случайной величины попадает в интервал (а — /, а-И), симметричный

относительно точки х = а (рис. 434). В этом случае формула (4)
принимает вид

Р (а - / < х < °+'>=![*Ш-фЫт)]'
Учитывая, что Ф( y=j = —Ф (—j=A (см. формулу (3)),
окончательно получаем

Р(а-1<х<а + 1)=Ф (^W) • (6)
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Правая часть не зависит от положения центра рассеивания,

следовательно, и при а = О получаем

Р(-Кх < +/) =фЫ- р)

Пример 1. Случайная величина х подчинена

нормальному закону распределения с центром рассеивания

а = 0,5 и дисперсией а2 =

^. Определить вероятность

того, что значение случайной величины х попадет в

интервал (0,4; 0,6) (рис. 435).

Решение. Здесь у= = 2. По формуле (4) получаем
а у/ 2

Р(0,4<х<0,6) = 1{Ф[2(0,6-0,5)]-Ф(2(0,4-0,5)]} = 1{Ф(0,2)-Ф(-0,2)}.

Но Ф(-0,2) = —Ф(0,2) (см. формулу (3)), поэтому можем написать

Р (0,4 < х < 0,6) = i [Ф (0,2) + Ф (0,2)] = Ф (0,2).

По таблице значений функции Ф(х) (см. табл. 1 в конце книги) находим

Р(0,4 < х < 0,6) = 0,223.

Пример 2. Длина изготовляемой автоматом детали представляет собой

случайную величину, распределенную по нормальному закону с параметрами

М [х] = 10, а2 =
«по

• Найти вероятность брака, если допустимые размеры

детали должны быть 10 ± 0,05.

1 ,п 1
Решение. В нашем случае а = 10, 10, а Вероятность

aV2
"'

"

10у/^2'

брака рбр в соответствии с формулой (4) выразится так:

рбр = 1 - Р (9,95 < х < 10,05) = 1 - i {Ф [10 • (10,05 - 10)] - Ф [10 • (9,95 - 10)]} =

= 1 - i {Ф(0,5) - Ф(-0,5)} = 1 - Ф(0,5) = 1 - 0,52 = 0,48.

Пример 3. Определить вероятность попадания в полосу шириной 2/ = 3,5 м,
если ошибки стрельбы подчиняются нормальному закону распределения с

параметрами а = 0, а — 1,9.
1

Решение. В нашем случае а = —1,75, (3 = 1,75, : 0,372. По
формуле (7) получаем

Р(-1,75 < х < 1,75) = Ф(1,75 • 0,372) = Ф (0,651) = 0,643.

Замечание. Вместо функции Ф(х) (см. (2)) часто пользуются

функцией Лапласа:

Ф м-лг/«-* «ft. (8)
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Функция Лапласа связана с функцией Ф(х) простым

соотношением. Сделав в интеграле (8) замену -у=
= z, получаем

о

Итак,

и, очевидно,

(9)

(10)

Формула (5) с использованием функции Ф (х) и соотношения (9)
напишется так:

Р(а<х</З)=ф(!)-Ф(^) (И)

и при а = 1
_ _

Р(а<х</3)=Ф(/3)-Ф(а).
Таблица значений функции Лапласа Ф(х) помещена в конце

книги (см. табл. 3).
Определим далее интегральную функцию нормального

закона распределения. По формуле (1) §13 имеем:

X X

/1
f (х-д)2

/ (х) dx =
1

/ е ~Т^~ dx = Р(-оо <х <х).
— оо —оо

Пользуясь формулой (4) для случая

а = —оо, /3 = х, получаем

F^ = iKf7f)-$(-°°)
но Ф(—оо) = —1 (см. формулу (3)).
Следовательно,

График функции F (х) при а = О изображен на рис. 436.

§ 18. Вероятное (срединное) отклонение или срединная ошибка

Во многих вопросах прикладной теории вероятностей, в

частности в теории стрельбы, а также в теории ошибок,
пользуются характеристикой рассеивания, которую называют вероятным,

или срединным отклонением. В теории стрельбы ее называют

срединной ошибкой.
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Определение 1. Вероятным (срединным) отклонением

называется такое число Е, что вероятность того, что случайная
величина (ошибка, например), подчиненная нормальному закону

распределения

попадет в интервал (-Е, Е), равна 1/2 (рис. 437), т.е.

Р(-Е<х<Е) = 1/2. (1)

Для любой случайной величины х, подчиняющейся нормальному
закону распределения с центром рассеивания при х = а, срединное
отклонение Е (рис. 438) удовлетворяет соотношению

Р(а-Е<х<а + Е) = 1/2. (2)

Выразим среднее квадратическое отклонение а через срединную

ошибку Е.

Рис. 437.

Левую часть равенства (1) выразим через функцию Ф(х):

Р(-Е <х< Я>= /-7= е 2^2" dx. (3)

(4)

По формуле (7) § 17 получаем

Р{-Е<х<Е) = ф(^=)
В равенствах (1) и (4) левые части равны, следовательно, равны

и правые:

(5)*Ш=1
По таблице значений функции Ф (х) находим значение аргумента

х = 0,4769, для которого Ф(х) = 1/2. Следовательно,
Е

ryf2
= 0,4769.
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Это число 0,4769 принято обозначать через р:

Е
=р = 0,4769. (6)(Тх/2"

Отсюда
Е = ру/2а, о = -^=. (7)

§ 19. Выражение нормального закона распределения через

срединное отклонение. Приведенная функция Лапласа

Выражая параметр а через параметр Е по формуле (7) § 18 и

подставляя в (4) § 15, получим выражение закона распределения

через срединное отклонение:

*Ы = ¥7*е~р2ф- С1)

Вероятность попадания случайной величины (например, ошибки)
в интервал (а, /3) в соответствии с формулой (5) § 17 будет

Р(а<*</?) = 1[ф'(р§)-ф(р§)] (2)

и в соответствии с формулой (7) § 17

Р(-кг<!) = ф(р|). (3)

Числа -g и ^, стоящие в правой части формулы (2), определяются

характером задачи, р—известное число, р = 0,4769.
Чтобы избежать умножения на р при каждом вычислении,

составлены таблицы для функции Ф(рх). Эту функцию обозначают

Ф(х):
ф(х)=Ф(рх). (4)

Ф(х) называют приведенной функцией Лапласа. Таблица
значений этой функции помещена в конце книги (см. табл. 1).
На основании (2) §17 функция Ф(х) определяется интегралом

рх

0

Сделав замену переменно t = pz, получим

X

f>(x) = -^=Je-<>2>2dz. (5)
о

Выразим правую часть равенства (2) через приведенную функцию
Лапласа:

Р(а<х</?) = 1[Ф(|)-Ф(|)]. (6)



466 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ [ГЛ. XX

В частности, вероятность попадания значения случайной
величины в симметричный относительно центра рассеивания интервал

(—/, I) в соответствии с формулой (3) выразится так:

Р(-/<5?</) = ф(1) (7)

(8)

Заметим, что вероятность попадания случайной величины х в

интервал (а, /3), если математическое ожидание а ф 0, выразится

через срединную ошибку Е, так (см. формулу (4) § 17):

Р(а<*<Я = 1[ф(р^)-ф(р^)]. (9)

Через приведенную функцию Лапласа последнее равенство
выразится так:

р(о<*</*) = 1[ф(^)-ф(^)]. (ю)

§ 20. Правило трех сигм. Шкала вероятностей
распределения ошибок

При проведении практических вычислений за единицу измерения
отклонения случайной величины, подчиненной нормальному закону
от ее центра рассеивания (математического ожидания), принимают

среднее квадратическое отклонение а. Тогда -на основании

формулы (7) § 17 получаются полезные при различных вычислениях

равенства:

Р (-а < х < а) = Ф ( -j= J = 0,683,

Р (-2сг < х < 2а) = Ф {у/2) = 0,954,

Р(-3(7 < х < 3(7) = Ф (-4=) = 0,997.

Эти результаты геометрически изображены на рис. 439.

-За -2с -а 0 Е 2Е ЗЕ 4Е х

Рис. 439. Рис. 440.
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Почти достоверно, что случайная величина (ошибка) не

отклонится от математического ожидания по абсолютной величине

больше чем, на Зет. Это предположение называют правилом трех

сигм.

В теории стрельбы и при обработке различных статистических

материалов бывает полезно знать вероятность попадания
случайной величины х в интервалы (0, Е), (Е, 2Е), (2Е, ЗЕ), (ЗЕ, 4Е),
(4Е, БЕ) при плотности распределения, определяемого по

формуле (1) § 19. Знание этих вероятностей во многих случаях сокращает
вычисления и помогает при анализе явлений.

При вычислении этих вероятностей будем пользоваться

формулой (8) §19 и таблицей функции Ф(х):

Р (0 < х < Е) = | Ф (1) = 0,2500,

\ [Ф (2) -Ф (1)]=0,1613,Р (Е < х < 2Е) =

Р(2Е<х<ЗЕ) = ± [Ф (3) - Ф (2)] = 0,0672,

Р (ЗЕ < х < АЕ) = \ [Ф (4) - Ф (3)] = 0,0180,

Р (4Я < х < оо) = \ [Ф (оо) - Ф (4)] = j(l- 0,9930) = 0,0035.

Результаты вычислений геометрически изображены на рис. 440,
который называется шкалой рассеивания ошибок. Из этих

расчетов следует, что практически достоверно, что значение

случайной величины попадает в интервал '(—4Е, 4Е). Вероятность
того, что значение случайной величины попадет вне этого

интервала, меньше 0,01.

Пример 1. Производится один выстрел по

полосе шириной 100 м. Прицеливание

рассчитывалось на среднюю линию полосы, которая

перпендикулярна к плоскости полета снаряда.

Рассеивание подчиняется нормальному закону с

вероятным отклонением по дальности Е = 20 м.

Определить вероятность попадания в полосу (рис.
441). Срединное отклонение по дальности в

теории стрельбы обозначают Вд, боковое Вб.
Решение. Воспользуемся формулой (7) § 19.

Е = Вд= 20 м. Следовательно,

Р(-50 < х < 50) = Ф (Щ\ = Ф(2,5) =

Замечание. Приближенно можно было бы решить задачу, не пользуясь

таблицами функции Ф(#), а воспользоваться шкалой рассеивания (рис. 440). В

нашем случае / = 2,5Е. Следовательно,
Р (-50 < х < 50) = 2 • (0,25 + 0,16 + 0,04) = 0,90.

Пример 2. Опытом установлено, что ошибка прибора для измерения

дальности подчиняется нормальному закону со срединной ошибкой Е = 10 м.

Определить вероятность того, что определенная этим прибором дальность будет

отклоняться от истинной не более чем на 15 м.

Рис. 441.

В нашем случае /

: 0,9082 » 0,91.

50 м,
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Решение. В данном случае / = 15 м, Е = 10 м. По формуле (7) § 19 получаем:

Р(-15<ж< 15) = <Ь(Ш =Ф (1,5) = 0,6883 «0,69.

§ 21. Средняя арифметическая ошибка

Для характеристики ошибок вводят понятие средней
арифметической ошибки, равной математическому ожиданию

абсолютной величины ошибок. Будем обозначать среднюю

арифметическую ошибку через d. Определим среднюю арифметическую
ошибку, если ошибки х подчиняются нормальному закону (4) § 15.

По формуле, аналогичной (2) §15, получаем (а = 0):
+оо

:-/|*|^
+оо

Iх2 2 f *2
—■== е 27* dx = —т== / х е ^ dx =
а\/Ък (ту/2тг J

°

/ оч,+«

оуГОл \ )
-

2а

0 S**

Итак, средняя арифметическая ошибка выражается через среднее
квадратическое отклонение а так:

d=7k = °][i- <*>

§ 22. Мера точности. Соотношение между
характеристиками распределения ошибок

При рассмотрении многих процессов, особенно в теории

стрельбы, плотность распределения нормального закона записывают в

форме
f(x) = ^re~hx- (i)

Сравнивая формулы (4) § 15 и (1), видим, что введенный

параметр h выражается через параметр а так:

h=^f (2)

Величина h обратно пропорциональна сг, т.е. обратно
пропорциональна средней квадратической ошибке или среднему квадратиче-
скому отклонению. Чем меньше дисперсия сг2, т.е. чем меньше

рассеивание, тем больше значение h. Поэтому h называют мерой
точности.

Из (2) и (1) §21 получаем

d=h7w- (4)
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Срединная ошибка Е выражается через меру точности h на

основании формулы (7) § 18 и (3):

(5)Е=1
Иногда бывает нужно одну характеристику распределения

ошибок выразить через другую. Поэтому бывают полезны следующие

равенства:

| = ру/2 = 0,6745, f = р у/Ч = 0,8453, | = J\ = 1,2533,

Е ру/2
= 1,4826, d_

Е Ру/Т
= 1,1829.

(6)

§ 23. Двумерная случайная величина

С двумерными случайными величинами приходится иметь

дело, например, при рассмотрении процесса поражения объекта,
находящегося на плоскости (хОу). Значение двумерной случайной
величины определяется двумя числами х и у; саму двумерную

случайную величину будем обозначать (х, у). Пусть х и у

принимают дискретные значения Х{ и у^. Пусть каждой паре значений

(xi, yj) из некоторой совокупности соответствует определенная
вероятность pij. Мы можем составить таблицу распределения
вероятностей дискретной двумерной случайной величины

\щ
У1

У2

Ут

XI

Р11

Р12

Р1т

Х2

Р21

Р22

Р2тп

Хгг

Pnl

Рп2

Рптп

Очевидно, что должно выполняться равенство

m n

j=l г=1

(1)

Определим, далее, непрерывную двумерную случайную величину.

Вероятность того, что значение двумерной случайной величины

(х, у) удовлетворяет неравенствам х < х < х + Ах, у <у < у + Аг/,
будем обозначать так: Р (х < х < х + Ах, у <у <у + Аг/).
Определение 1. Функция /(х, у) называется плотностью

распределения двумерной случайной величины (х, у), если с

точностью до бесконечно малых высшего порядка относительно Ар =
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= у/ Ах2 + Ау2 выполняется равенство

Р (х < х < х + Ах, у < у < у + Ay) S / (х, у) Ах Ау.

Формула (2) вполне аналогична формуле (2) § 12.

(2)

У

у+Ау

У

0

i

(Ау
^Ах \

Щ)
i J
i
i

х х+Ах х

Рис. 442. Рис. 443.

Рассмотрим прямоугольную систему координат хОу. Если
значения случайной величины (х, у) будем обозначать точками

плоскости с соответствующими координатами х и у, то выражение

Р (х < х < х + Ах, у < у < у + Ау) обозначает вероятность того,
что двумерная случайная величина (х, у) примет значение,
обозначенное точкой, находящейся в заштрихованном прямоугольнике
As (рис. 442). Будем говорить, что «значение случайной величины

попало в область As»*).

Вероятность Р (х < х < х + Ах, у < у < у + Ау) также будем
обозначать Р [(х, у) С As]. В этих обозначениях равенство (2)
можно переписать так:

P[(x,y)cAs]*f(x,y)As. (3)

Докажем далее следующую теорему, аналогичную теореме 1 § 12.

Теорема 1. Вероятность Р [(х, у) С D] того, что двумерная
случайная величина (х, у) с плотностью распределения f (x, у)
попадет в область D, выражается двойным интегралом от

функции f (х, у) по области D, т. е.

P[(x,y)cD} = JJ f(x, y)dx dy. (4)

Доказательство. Разбиваем область .D, как это делалось в

теории двойных интегралов на площадки As. Для каждой площадки
пишем равенство (3) и складываем левые и правые части

полученных равенств. Так как Yl&s =D и ]ГР [(х, у)С As]= P [(x, y)cD],
то с точностью до бесконечно малых высшего порядка

относительно As получаем приближенное равенство

Р[(х,у)сЯ]«]Г/(х, у) As.

*) Площадку в равенстве (3) можно было бы брать и произвольной формы.
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Переходя к пределу в правой части последнего равенства при

As —» 0, справа получим двойной интеграл и на основании свойств

интегральной суммы точное равенство:

Р [(х, у) С D] = JJ f (х, у) dx dy.

D

Теорема доказана.

Замечание 1. Если область D есть прямоугольник,
ограниченный прямыми х = а, # = /3, у = 7> У = & (рис. 443), то

Р 6

Р [а < х < /3, 7 < У < 6\ = / I f(x,y)dxdy.
а 7

Замечание 2. Аналогично равенству (1)
выполняется равенство

+оо +оо

J J f(x,y)dxdy=l, (6)

(5)

D} D3\
1 D> 1

так как достоверно, что двумерная величина Рис. 444.

примет какое-то значение. Там, где функция
/ (х, у) не определена по смыслу задачи, полагаем / (х, у) = 0.

Если область D является суммой прямоугольников вида,

изображенного на рис. 444, то вероятность попадания случайной
величины в такую область определяется как сумма вероятностей

для отдельных прямоугольников, т.е. как сумма определенных

интегралов по каждому прямоугольнику:

Р [(х, y)cD] = P [(х, у) С £>i] + Р [(х, у) CD2]+P [(x, у) С D3].

Пример. Плотность распределения двумерной случайной величины

задается формулой

/(*•»)=
„а(1+яЛ)(1 + у2)-

Определить вероятность того, что значение случайной величины попадет в

прямоугольник, ограниченный прямыми х = 0, х — 1, у = -Ттг» У = ^^•

Решение. По формуле (5) получаем

0 < х < 1, -±= <У < \/з"
V 3

1 у/Т

= А. [ Г dxdy
= A. f dx [ лу -

-К2 J J (1 + *2)(1+у2) 7Г2У 1+*2 J 1-fy2
л *

0 l°
-7-

=
—2 arctgrc
7Г
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Определение 2. Функция
у х

'(^. У)= f(u,v)dudv (7)

называется интегральной функцией распределения
вероятностей двумерной случайной величины (х, у).

Очевидно, что интегральная функция
распределения выражает вероятность того, что

х < х, у < у, т. е.

F{x, у) = Р(х <х, у <у).

Геометрически функция распределения
выражает вероятность того, что двумерная
случайная величина попала в бесконечный

четырехугольник, заштрихованный на рис. 445.

На основании теоремы о дифференцировании определенного

интеграла по параметру устанавливается связь между плотностью

распределения и интегральной функцией распределения:

Рис. 445.

дх

у

= J f(x,V)dv,
(8)

d2F
= /(*, У)-дхду

Плотность вероятности двумерной случайной величины является

смешанной производной второго порядка от интегральной функции
распределения.

§ 24. Нормальный закон распределения на плоскости

Определение 1. Распределение двумерной случайной
величины называется нормальным, если плотность распределения этой

величины выражается формулой

/(*, У) =
■5т

(1)

График этой функции есть поверхность, изображенная на рис. 446.

Центром рассеивания случайной величины с законом

распределения (1) является точка (0; 0)*). ах и ау называются

главными средними квадратическими отклонениями.

*) Если центр рассеивания находится в точке (а; 6), то закон распределения

дается формулой
_(х-«)2 _(у-Ь)2
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Перепишем формулу (1) так:

1
/ (х, у) = J- e *°l J- e

f(*,y)

-42«2
(2)

Рис. 446.

Таким образом, / (х, у) можно рассматривать как произведение

двух плотностей нормальных распределений случайных величин х

и у. Как и в случае одномерной случайной величины, определим
главные вероятные отклонения двумерной случайной
величины Ех и Е$ (см. формулу (7) §18):

Ex = pyf2ox, Ey = pyf2ay. (3)
Подставляя ах и ау, выраженные через Ех и Еу, в формулу (1),
получим

ffay)
_ _Р_ ■ою.

тгЕхЕу
Рассмотрим линии уровня поверхности (4)

El
+

El
- К " const

(4)

(5)

(при этом будет /(ж, у) = const). Линиями уровня являются

эллипсы с полуосями, равными кЕх и кЕу. Центры эллипсов совпадают

с центром рассеивания. Эти эллипсы называются эллипсами

рассеивания. Их оси называются осями рассеивания. Единичным
эллипсом рассеивания называется эллипс, у которого полуоси

равны вероятным отклонениям Ех и Еу. Уравнение единичного

эллипса получится, если в уравнении (5) положить к = 1:

-2 "2=i. (в)
X' , У2

_

El
+

Е\
Полным эллипсом рассеивания называется эллипс, полуоси

которого равны 4ЕХ и 4ЕУ. Уравнение этого эллипса

*2
+

у2
= 1 (7)

В следующем параграфе мы установим, что вероятность
попадания двумерной случайной величины в полный эллипс рассеивания

равна 0,97, т.е. практически попадание достоверно.
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§ 25. Вероятность попадания двумерной случайной величины

в прямоугольник со сторонами, параллельными главным осям

рассеивания при нормальном законе распределения

Пусть
,2

f(x>y) = ^hre "'(*Ю.
По формуле (5) §23 (см. рис. 443) вероятность попадания
случайной величины в прямоугольник, ограниченный прямыми х = а,
х = /3, у = 7, у = #, выражается так:

Р(а<х</3, 1<у<6) = J J-^E-e~Py^
+^)dxdy. (1)

а 7

Представляя подынтегральную функцию в виде произведения двух

функций, можем написать

0 6
2 х2 /* -2 w-

Р(а<х</3, ^iK^J^e-'SdzJ^e-'Sdy, (2)
а 7

и на основании формулы (6) § 19 окончательно получаем

Если в последней формуле положить а = —/ь /3 = /i, 7 = ~Ь>
£ = /2> т.е. рассматривать прямоугольник с центром в начале

координат, то на основании формулы (7) § 19 формула (3) примет

вид

P(-Z1<x<Z1, -12<2/<!2) = ф(|)ф(^). (4)

Замечание. Задачу о вероятности попадания случайной
величины в прямоугольник со сторонами, параллельными осям

координат, можно было бы решать и так. Попадание в прямоугольник
есть сложное событие, состоящее в совпадении двух независимых

событий— попадания в полосу —1\ <х<1\ и попадания в полосу

—h <y <h- (Для краткости письма рассматриваем прямоугольник
с центром в начале координат.) Пусть плотность распределения

случайной величины х есть

Плотность распределения случайной величины у есть

2 V"
Р ~Р Е*

— L. о ^и

у/Т Еу
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Вычисляем вероятности попадания случайной величины в

полосу —1\ < х < 1\ и в полосу —/2 <y<h- По формуле (7) §19
получаем

Р(-/1<х</1) = ф(У ,

Р ("/2 < У < h) = Ф (^) •

Вероятность сложного события— попадание в

прямоугольник—будет равна произведению вероятностей:

Р (а < я < /3, 1<у<6) =

= P{-h<x<h) Р{-12<у<12) = ф(±)ф(±).
Получили формулу (4).

Пример. Производится стрельба по

площади прямоугольника со сторонами 200 м и 100 м,

ограниченного линиями

х = -100, х= 100,

у = -50, у = 50.

-Ю0\

50\

Вб\_ 1001

Вд

-50\

Рис. 447.

Главные срединные отклонения соответственно

равны Ех = Вд = 50м, Еу = Вб = Юм.

Найти вероятность попадания в прямоугольник при

одном выстреле (рис. 447).
Решение. В нашем случае 1\ = 100, h = 50, Ех

эти значения в формулу (4) и, пользуясь таблицей значения функции Ф(х) (см.
табл. 1 в конце книги), находим

50, Еу = 10. Подставляем

Р = * (ж} ' * (f§) = *(2) *(5) = °'8227' °'9993 = °>8221-

§ 26. Вероятность попадания двумерной случайной
величины в эллипс рассеивания

В теории ошибок бывает нужно рассматривать следующую

задачу. Вычислить вероятность того, что случайная величина,

например ошибка на плоскости, попадет в эллипс рассеивания

^- 4- *L - к2
El^ El~K

' (1)

если плотность распределения дается формулой (4) §24. По

формуле (4) §23 получаем:

Р [(*, y)cD} = Л ^£щ е
"' №+%\ dxdy, (2)
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где область D3 ограничена эллипсом (1). Сделаем замену

переменных, полагая

х = Ехи, у = Eyv,

при этом преобразовании эллипс D3 перейдет в круг

u2+v2 = k2. (3)

Так как якобиан преобразования равен / = ЕХЕУ, то равенство (2)
примет вид

Р [(х, у) С D9] = \ JJ р2е-?2 <"а+*а> du dv. (4)

Dk

В последнем интеграле перейдем к полярным координатам

и = г cos <p, v = г sin <p.

Тогда правая часть равенства (4) принимает вид

2тг к

Р [(х, y)cD,] = j/| р2е"^г2 г dr dv.

о о

Производя вычисления в правой части, получим выражение
вероятности попадания в эллипс рассеивания:

P[(xj)cD3] = l-e-^2. (5)

Рассмотрим частные случаи. Вероятность попадания в

единичный эллипс рассеивания получится, если положить в формуле (5)
к = 1:

Р [(х, у) С D9]k=l = 1 - е-'2 = 0,203. (6)

Вероятность попадания в полный эллипс рассеивания (7) §24
получится, если в формуле (5) положить к = 4:

Р [(х, у) С D3]k=4 = 1 - е"16'2 = 0,974. (7)

Рассмотрим частный случай, когда в формуле (4) §24 Ех = Еу =

= !£. Эллипс рассеивания (5) § 24 превращается в круг

х2+у2 = к2Е2 (8)

с радиусом R = кЕ. Вероятность попадания двумерной случайной
величины в круг радиуса R в соответствии с формулой (5) будет

P[(x,y)GDR] = l-e-p2£. (9)

Определение 1. Радиальным вероятным отклонением

называется такое число Er, что вероятность попадания двумерной

случайной величины в круг радиуса R = Er равняется -?.
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Из определения следует, что величина R = Er определяется из

соотношения

По таблице значений показательной функции находим

ER = 1,75Я.

§ 27. Задачи математической статистики.

Статистический материал

В результате наблюдений и регистрации массовых случайных
явлений получаются статистические данные или статистический

материал. В частности, статистическим материалом являются

ошибки различных измерений.
Если наблюдаемая величина есть случайная величина, то она

изучается методами теории вероятностей. Для понимания

характера этой случайной величины нужно знать ее закон распределения.

Определение законов распределения рассматриваемых величин и

оценка значений параметров распределения на основании

наблюденных значений — задача математической статистики.

Еще одной задачей математической статистики является

создание методов обработки и анализа статистического материала с

целью получения определенных выводов, нужных для организации
оптимального процесса, где участвуют рассматриваемые величины.

Приведем примеры различных наблюдений явлений, в

результате которых получается статистический материал.

Пример 1. При многократном измерении некоторого объекта с помощью

измерительного инструмента, в частности при определении дальности до

некоторого объекта, получаются различные значения наблюдаемой величины. Эти

значения будем называть наблюденными значениями (так мы будем называть

всякое значение, полученное при изучении любого явления).

Полученные таким образом значения требуют систематизации и

обработки, прежде чем на их основании можно было бы сделать

какие-либо выводы.

Как уже указывалось, разность 8 между наблюденным
значением х и истинным значением наблюдаемой величины а (х — а = S)
называется ошибкой измерения. Сказанное выше можно

выразить в терминах ошибок. Ошибки измерения требуют
математической обработки с целью получения определенных выводов.

Пример 2. При массовом производстве приходится рассматривать

величину отклонения некоторого размера полученного изделия (например, длины) от

заданного размера для полученных изделий (ошибка изготовления).

Пример 3. Разность между координатой точки попадания при стрельбе и

координатой точки прицеливания есть ошибка стрельбы (рассеивание). Эти ошибки

требуют математического исследования.
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Пример 4. Результаты измерений величины отклонения размера детали

после эксплуатации от ее размеров до эксплуатации (проектных) требуют
математического анализа. Эти отклонения так же можно рассматривать, как «ошибки».

Из приведенных примеров следует, что рассматриваемые

величины есть случайные величины, а каждое наблюденное значение

следует рассматривать как частное значение случайной величины.

Так, например, ошибка по дальности (рассеивание) при стрельбе
определяется ошибкой при отвешивании заряда, ошибкой в весе при
изготовлении снаряда, ошибкой наводки, ошибкой при определении

дальности, изменением метеорологических условий и т.д. Все это

случайные величины, и рассеивание как результат их совместного

влияния является случайной величиной.

§ 28. Статистический ряд. Гистограмма

Статистический материал, получающийся в результате

наблюдений (измерений), помещается в таблице, состоящей из 2-х строк.
В первой строке отмечается номер измерения г, во второй —

полученное значение Х{ измеряемой величины х

i

Х{

1

XI

2

Х2

3

яз

г

Х{

п

хп

Такая таблица называется простым статистическим

рядом. При большом числе измерений статистический материал,
помещенный в такую таблицу, трудно обозрим и, следовательно,

анализ его затруднен. Поэтому на основании полученного
простого статистического ряда составляется группировка. Это делается

следующим образом.
Весь интервал полученных значений величины х разобьем на

частичные равные интервалы (ао, ai), (ai, аг), ..., (ад_1, ад) и

подсчитаем число значений га& величины х, попадающих в

интервал (afc_i, а&). Значения, попадающие на конец интервала, относят

или к левому, или к правому интервалам (иногда их относят и к

левому и к правому интервалам по половине их числа). Число

есть относительная частота, соответствующая интервалу (a^-i, а&).
Очевидно, что

А

1>£- = 1- (2)
к=1

На основании результатов такой обработки строим таблицу,
состоящую из 3-х строк. В первой строке указываем интервалы
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в порядке возрастания а&, во второй строке соответствующие им

числа mfc, в третьей строке— частоты pk
= — :

Интервалы

™>к

Pk

(ao,ai)

mi

Pi

(аь a2)

ТП2

pi

(afc_b ak)

™fc

Pi

(aA_baA)

mA

Pa I

Это и есть группировка. Группировку оформляют и

геометрически. Это делается следующим образом. На оси Ох отмечаем

точки ao, ai, ..., а^, ..., ад. На отрезке [a^-i, а&] как на основании

строим прямоугольник, площадь которого равна р£. Полученная
фигура называется гистограммой (рис. 448).

а0 aj 0\а2а3 а4 а5 а6 а7 а8 х

Рис. 448.

На основании группировки и гистограммы строится приближенно
статистическая функция распределения.

Дальнейшая обработка материала производится следующим

образом. Середины интервалов (а&_1, ak) обозначают Xk и считают

это значение значением результата измерения, которое повторяется
rrik раз. После этого вместо таблицы, задающей группировку,

строится следующая таблица:

Xk

™>k

Pk

XI

ТТХ\

Pi

Х2

ТП2

Р2

%k

™>k

Pi

х\

ш\

рл 1
Данная обработка сделана на основании того, что все значения

в интервале (a^-i, ak) близки друг к другу и потому их считают

равными абсциссе середины интервала х£.

Пример. При 100 определениях дальности получены результаты, на

основании которых построена группировка:



480 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ [ГЛ. XX

Интервалы

тпк

1 Pi

80-110

2

0,02

110-140

5

0,05

140-170

16

0,16

170-200

24

0,24

200-230

28

0,28

230-260

18

0,18

260-290

6

0,06

290-320

1

0,01

На основании группировки строим графическое изображение статистического

ряда (гистограмму) (рис. 449).

0,02\0,05\

Ю,1б

0,24\

0,281

0.18\

\0,06\ 0,01

80 110 140 170 200 230 260 290 320 X

Рис. 449.

Построим далее следующую таблицу:

*к

™fc

1 Pi

95

2

0,02

125

5

0,05

155

16

0,16

185

24

0,24

215

28

0,28

245

18

0,18

275

6

0,06

305

1

0,01

§ 29. Определение подходящего значения измеряемой величины

Пусть при измерении некоторой величины получили результаты

измерения a?i, #2, .
•., хп. Эти значения можно рассматривать как

частные значения случайной величины х. За подходящее
значение определяемой величины принимают среднее арифметическое
полученных значений

mr = (i)

Величину m* называют статистическим средним.
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Если число изменений п велико, то пользуются материалом

таблицы, рассмотренным в §28, и га* вычисляют так:

,„_* __
х\гп\ + Х2ГП2 + ... + хктк + ... + ^а^А

х
п

или, пользуясь обозначениями (1) §28,
А

k=i

полученное значение называют средним взвешенным.

Замечание. В дальнейшем результаты вычислений по

формулам (1) и (2) будем обозначать одной и той же буквой. Это
замечание будет относиться и к формулам (3) и (4).
Можно доказать, что статистическое среднее при некоторых

ограничениях стремится по вероятности при п —» оо к

математическому ожиданию случайной величины х. Это утверждение
следует из теоремы Чебышева.

Определим далее статистическую дисперсию. Она
определяется так*):

Eta-™;)2
D* = ^

. (3)
Эта величина характеризует рассеивание значений наблюдаемой
величины.

Если пользоваться материалом таблиц §28, то статистическая

дисперсия определится по формуле
А

я* = £(^-<)2рГ«. (4)
fc=l

Эта формула аналогична формуле (2) § 10.

Пример. Определить статистическое среднее и статистическую дисперсию

на основании статистических материалов примера § 28.
Решение. По формуле (2) получаем

п

Е xi n

ml = ^— = ^ xiPi = 95 ' °>02 + 125 * °>05 + 155 * °>16 + 185 ' °>24+

+ 215 • 0,28 + 245 • 0,18 + 275 • 0,06 + 305 • 0,01 = 201,20
По формуле (4) получаем

п

Е (хк-т*) х А

D* [х] = 4=L-jj = J2(xk- rnlfpl = J2 4pI ~ К' =

= 952 • 0,02 + 1252 • 0,05 + 1552 • 0,16 + 1852 • 0,24 + 2152 • 0,28 + 2452 • 0,18+

+ 2752 • 0,06 + 3052 • 0,01 - 201,202 = 1753,56.

*) На самом деле статистическую дисперсию лучше вычислять по

формуле (5) § 30.



482 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ [ГЛ. XX

§ 30. Определение параметров закона распределения.

Теорема Ляпунова. Теорема Лапласа

Пусть х —случайная величина, например результат измерения,
а— измеряемая величина, 6—ошибка измерения. Тогда эти

величины связаны соотношением

S = x
—

а, х = а + 8. (1)
Многочисленные опыты и наблюдения показывают, что ошибки

измерений после исключения систематической ошибки, т.е.

такой ошибки, которая постоянна при всех измерениях (например,
ошибка прибора), или такой, которая изменяется по известному

закону от измерения к измерению, и после исключения грубых
ошибок подчиняются нормальному закону распределения с

центром распределения в начале координат. Это подтверждается и

теоретическими обоснованиями.

Если случайная величина является суммой большого числа

случайных величин, то при некоторых ограничениях эта сумма

подчиняется нормальному закону распределения. Это утверждение

формулируется в виде так называемой центральной предельной

теоремы, принадлежащей А.М.Ляпунову (1857—1918). Мы здесь

сформулируем эту теорему в несколько упрощенном виде.

Теорема 1. Если независимые случайные величины Х\, х~2, ...

..., хп имеют один и тот же закон распределения с

математическим ожиданием а (не нарушая общности, можно

предполагать, что а = 0) и дисперсией а2, то при неограниченном
п

увеличении п закон распределения суммы уп = г==1/— как

угодно мало отличается от нормального (уп нормирована так, что

М[уп}=0, D[yn] = l).
Практическая значимость теоремы Ляпунова заключается в

следующем. Рассматривается случайная величина, например,
отклонение некоторой величины от заданной. Это отклонение вызвано

действием многих факторов, каждый из которых дает некоторую

составляющую отклонения, например, в случае стрельбы
отклонение точки попадания от точки прицеливания происходит из-за

ошибки наводки, ошибки определения дальности, ошибки

изготовления снаряда и т.д. Все составляющие нам даже не известны,

так же как могут оказаться неизвестными законы распределения

составляющих случайных величин. Но из теоремы Ляпунова
следует, что случайная величина—общее отклонение— подчиняется

нормальному закону.
Из теоремы Ляпунова следует, что если afi, X2, ..., хп

—

результаты измерений некоторой величины (каждая из Х{
— случайная

величина), то случайная величина— среднее арифметическое
_

_
Х\ + Х2 + • • • + Хп
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—

при достаточно большом п подчиняется закону распределения,
как угодно близкому к нормальному, если случайные величины Х{

подчиняются одному и тому же закону распределения.

Теорема остается справедливой и для суммы случайных величин

с неодинаковыми законами распределения при некоторых
дополнительных условиях, которые, как правило, для рассматриваемых в

практике случайных величин выполняются. Как показывает опыт,

при числе слагаемых порядка 10 уже можно считать их сумму

нормально распределенной.
Обозначим через а и а2 приближенные значения

математического ожидания и дисперсии. Тогда можем записать приближенно
законы распределения случайных величин 6 и х:

л

*ы = 1гке~^- (3)

Параметр а на основании экспериментальных данных
определяется по формуле (1) §29:

п

а =
^—

. (4)

Это следует из так называемой теоремы Чебышева (1821 —1894).
Не останавливаясь на доказательстве, укажем, что параметр а

естественнее определять не по формуле (3) §29, а по формуле

*2 = {='

1
■ (5)

Е(*г-а)2
I

71-1

Отметим, что правая часть в формуле (5) и правая часть в

формуле (3) § 29 отличаются множителем
™

, который в

практических задачах близок к 1.

Пример 1. Написать выражение закона распределения случайной величины

на основании результатов измерений, приведенных в примере § 28, и результатов

вычислений, приведенных в примере § 29.
Решение. На основании вычислений, приведенных в примере § 29, получаем

а = т*х= 201, ?2 = ^-у D* = ^ • 1754 = 1771, а = у/ТпТ » 41.

Подставляя в формулу (3), получаем:
1 (z-201)2

f(x) = ±==е 2-1771
.V '

42 x/2F

Замечание. Если получена статистическая функция
распределения для некоторой случайной величины х, то вопрос о том,

следует ли считать данную случайную величину подчиняющейся

нормальному закону распределения или нет, иногда решают так.
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Пусть имеем значения случайной величины a?i, #2, •••> хп.

Определяем среднее арифметическое значение а по формуле (4).
Определяем значения центрированной случайной величины

2/1 > 2/2> •
••> 2/п- Абсолютные величины значений ^ располагают

в ряд в возрастающем порядке. Если п нечетное, то за срединное
отклонение или срединную ошибку Еср принимают ту абсолютную
величину 12/ср | в составленном ряде абсолютных величин, которая

занимает ^-^—hi место, а если п— четное, то за Еср принимают

среднее арифметическое абсолютных величин, стоящих на местах

с номерами | и ^ + 1.

Составим далее среднюю арифметическую ошибку по формуле

d = ^—. (6)

По формуле (5) определяем среднеквадратичное отклонение

а =

Далее определяем отношения -4е и -=£ .

Для случайной величины, подчиненной нормальному закону,

отношения -т и
— соответственно равны 0,8453 и 0,6745 (см. фор-

Е Е
мулу (6) §22). Если отношения -^р и -^ отличаются от 0,8453
и 0,6745 на величину порядка 10%, то условно принимают, что

случайная величина у подчиняется нормальному закону.

Следствием центральной предельной теоремы является важная

теорема Лапласа о вероятности того, что событие появится не

менее чем а раз и не более чем /3 раз. Приведем эту теорему без

доказательства.

Теорема 2 (Лапласа). Если производится п независимых

испытаний, в каждом из которых вероятность появления события

А есть р, то справедливо соотношение:

(8)Р(а<т</3)- ,^
. . ^.

L V v 2 V прч / V V 2 V пря

где т — число появлений события A, q = 1 — р, Р (а < т < /3) —

вероятность того, что число появлений события А заключено

между а и /3.
Функция Ф(х) определена в §17 (уравнение (2)).
Покажем применение теоремы Лапласа для решения задач.

Пример 2. Вероятность брака при производстве некоторых деталей р = 0,01.
Определить вероятность того, что в 1000 деталях окажется не более 20

бракованных.
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Решение. В данном случае

п = 1000, р = 0,01, q = 0,99, а = 0, (3 = 20.

Далее находим

а-пр _

0-10
_ 0 0-

—7=—/
— —Т=-—.

— —^»^Э,

y/2y/npq у/2 </9^Г
Р-пр _

20- 10
_ 2 25

у/2 yjnpq y/Ty/bJ
По формуле (8) получаем:

Р (0 < т ^ 20) = i [Ф (2,25) - Ф (-2,25)] = Ф (2,25).

По таблицам функции Ф (х) находим

Р (0 ^ т ^ 20) = 0,9985.

Отметим, что теоремы Бернулли, Ляпунова, Чебышева, Лапласа, о которых

говорилось выше, составляют так называемый закон больших чисел теории

вероятностей.

Упражнения к главе XX

1. Одновременно бросаются две игральные кости. Определить вероятность

того, что выпадет сумма очков, равная 5. Отв. 1/9.
2. В лотерее имеется 10 билетов: 5 выигрышей и 5 проигрышей. Берем два

билета. Какова вероятность выигрыша? Отв. 7/9.
3. Игральная кость бросается 5 раз. Какова вероятность того, что хоть 1 раз

не появится 4 очка? Отв. 0,99987.

4. Вероятность попадания в самолет из винтовки равна 0,004. Сколько

стрелков должно стрелять одновременно, чтобы вероятность попадания стала > 70 %?

Отв. п > 300.

5. Из двух орудий по одной цели произведено по выстрелу. Вероятность

попадания из первого орудия 0,7, из второго 0,6. Определить вероятность хотя

бы одного попадания. Отв. 0,88.

6. На 100 карточках написаны числа от 1 до 100. Определить вероятность

того, что на случайно взятой карточке содержится цифра 5. Отв. 0,19.

7. Имеется 4 машины. Вероятность того, что машина работает в

произвольный момент t, равна 0,9. Определить вероятность того, что в момент t работает

хотя бы одна машина. Отв. 0,9999.

8. Вероятность попадания в цель р = 0,9. Определить вероятность того, что

при трех выстрелах будет три попадания. Отв. « 0,73.
9. В первом ящике деталей первого сорта 30%, во втором 40%.

Вынимаются по одной детали из каждого ящика. Определить вероятность того, что обе

вынутые детали первого сорта. Отв. 0,12.

10. Механизм состоит из трех деталей. Вероятность брака при изготовлении

1-й детали р\
= 0,008, вероятность брака 2-й детали ръ — 0,012, вероятность

брака 3-й детали рз = 0,01. Определить вероятность брака при изготовлении

всего механизма. Отв. 0,03.
11. Вероятность попадания при одном выстреле р — 0,6. Определить

вероятность того, что при трех выстрелах будет иметь место хотя бы одно попадание.

Отв. 0,936.
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12. Среди 350 механизмов 160 первого сорта, ПО— второго сорта и 80—

третьего сорта. Вероятность брака среди механизмов первого сорта 0,01, среди
второго сорта 0,02, среди третьего сорта 0,04. Берется один механизм.

Определить вероятность того, что механизм исправный. Отв. 0,98.

13. Пусть известно, что вследствие ошибок, допускаемых при подготовке

стрельбы, центр рассеивания снарядов (ЦРС) при первом выстреле может

находиться по дальности в одной из пяти точек. Вероятности того, что ЦРС будет

находиться в этих точках, соответственно равны р\ = 0,1, рг = 0,2, рз = 0»4,

Р4 = 0,2, р5 = 0,1. Известно также, что если ЦРС будет находиться в первой

точке, то вероятность попадания в цель по дальности будет равна рг = 0,15 и

для остальных точек соответственно: р2
= 0,25, р3 = 0,60, р4 = 2,5, р5 = 0,15.

На исходной установке прицела произведен выстрел, в результате которого

получен по дальности промах. Определить, чему равна вероятность того, что

выстрел произведен на установке прицела, соответствующей каждой из

указанных пяти точек ЦРС, т. е. определить вероятности гипотез о различных ошибках

в положении ЦРС после испытания (выстрела). Отв. 0,85; 0,75; 0,40; 0,75; 0,85.

14. Игральная кость бросается 5 раз. Какова вероятность, что 2 раза выпадет

шестерка и 3 раза не шестерка? Отв. 625/3888.
15. Производится б выстрелов. Определить вероятность того, что не все

выстрелы дадут перелеты, если вероятность перелета р = 1/2, вероятность недолета

q = 1/2 (стрельба по «узкой» цели). Отв. 31/32.

16. Для условий предыдущей задачи определить вероятность того, что будет
3 перелета и 3 недолета. Отв. 5/16.

17. Найти математическое ожидание числа очков при одном бросании

игральной кости. Отв. 7/2.
18. Найти дисперсию случайной величины х, заданной таблицей

распределения

X

V

2

0,1

3

0,6

5

0,3

Отв. 1,05.

19. Вероятность появления события А при одном испытании равна 0,4.

Производится 5 независимых испытаний. Найти дисперсию числа появлений

события А. Отв. 1,2.

20. Производится стрельба по мишени. Вероятность попадания 0,8. Стрельба

идет до первого попадания. Имеется 4 снаряда. Определить математическое

ожидание числа израсходованных снарядов. Отв. 1,242.

21. При стрельбе по некоторой «узкой» цели вероятность перелета р = 1/4,
вероятность недолета q = 3/4. Определить вероятность комбинации из 2-х

перелетов и 4-х недолетов при шести выстрелах. Отв. 0,297.

22. Вероятность того, что деталь имеет брак р = 0,01. Какова

вероятность того, что в партии из 10 деталей будет бракованных 0, 1, 2, 3 деталей?

Отв. 0,9045; 0,0904; 0,0041; 0,0011.
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23. Найти вероятности получения хотя бы одного попадания в цель при 10

выстрелах, если вероятность попадания при одном выстреле р = 0,15.
Отв. 1 - (0,85)10 « 0,803.

24. Случайная величина х задана интегральной функцией распределения

(0
при х < 0,

х при 0 ^ х ^ 1,
1 при х < 1.

Найти плотность распределения f(x), М [ж], 0[х].

(0
при х < 0,

1 при 0 ^ х ^ 1, М [х] = 1, D И = ^ .

0 при х < 1.

25. Случайная величина ж подчиняется нормальному закону распределения

с математическим ожиданием 30 и дисперсией 100. Найти вероятность того, что

значение случайной величины заключено в интервале (10, 50). Отв. 0,954.

26. Случайная величина подчинена нормальному закону распределения с

дисперсией а2 = 0,16. Найти вероятность того, что значение случайной величины

будет отличаться по абсолютной величине от математического ожидания меньше,

чем на 0,3. Отв. 0,5468.

27. Случайная величина х подчинена нормальному закону распределения

с центром рассеивания а = 0,3 и мерой точности h = 2. Найти вероятность

попадания в интервал (0,5; 2,0). Отв. 0,262.

28. Стрельба ведется по полосе шириной 4 м. Систематическая ошибка

наводки 1 м (с занижением). Вероятное отклонение 5 м. Найти вероятность попадания

в полосу при нормальном законе рассеивания. Отв. 0,211.

29. Стрельба ведется по прямоугольнику, ограниченному прямыми х\ = 10 м,

Х2 = 20 м, у\ = 15 м, т/2 = 35 м, в направлении прямой, делящей короткую

сторону пополам. Вероятные отклонения нормального распределения на

плоскости Ех = 5 м, Еу = 10 м. Найти вероятность попадания при одном выстреле.

Отв. 0,25.

30. Ошибка при изготовлении детали с заданной длиной 20 см есть случайная

величина, подчиненная нормальному закону; а = 0,2 см. Определить вероятность
того, что длина изготовленной детали будет отличаться от заданной меньше, чем

на 0,3 см. Отв. 0,866.

31. В условиях примера 30 определить ошибку при изготовлении изделия,

которая не будет превзойдена с вероятностью 0,95. Отв. 0,392.

32. Случайная величина х распределена по нормальному закону с

параметрами М [х] = 5 и а = 2. Определить вероятность того, что случайная величина

окажется в интервале (1, 10). Сделать чертеж. Отв. 0,971.

33. Длина изготовляемой автоматом детали представляет собой случайную

величину, распределенную по нормальному закону с параметрами М [х] = 15,
а =■ 0,2. Найти вероятность брака, если допустимые размеры детали должны

быть 15 ± 0,3. Какую точность длины изготовляемой детали можно

гарантировать с вероятностью 0,97? Сделать чертеж.
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34. При измерении некоторой величины получен следующий статистический

ряд:

X

Относительная частота

1

20

2

15

3

10

4

5

Определить статистическое среднее и статистическую дисперсию. Отв. 2; 1.

35. Результаты измерения даются таблицей

X

Относительная частота

0,18

4

0,20

18

0,22

33

0,24

35

0,26

9

0,28

1

Определить среднее статистическое а, статистическую дисперсию а.

Отв. 0,226; 0,004.
36. Вероятность брака при производстве деталей р = 0,02. Найти вероятность

того, что в партии из 400 деталей окажутся бракованные от 7 до 10 деталей.

Отв. 0,414.
37. Вероятность попадания в цель р

= 1/2. Какова вероятность того, что при

250 выстрелах число попаданий будет заключено между 100 и 150? Отв. 0,998.

38. Вероятность брака при изготовлении некоторых деталей р = 0,02.
Определить вероятность того, что среди взятых 1000 штук деталей окажется

бракованных не более 25. Отв. 0,87.



Глава XXI

МАТРИЦЫ. МАТРИЧНАЯ ЗАПИСЬ СИСТЕМ

И РЕШЕНИЙСИСТЕМ
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

уА

§ 1. Линейные преобразования. Матрица

Рассмотрим две плоскости Р и Q. Пусть в плоскости Р

задана прямоугольная система координат х\Ох2 и в плоскости Q—

система координат 2/102/2-
Плоскости Р и Q могут совмещаться. Также могут совмещаться

и системы координат. Рассмотрим систему уравнений

2/i = CLuXi + ai2x2, 2/2 = a>2\Xi + a22x2. (1)

На основании равенств (1) каждой точке М (х\\ ж2) плоскости

Х\Ох2 соответствует точка М {у\\ у2) плоскости у\Оу2-
Говорят, что уравнения (1) есть

линейные преобразования коорди- Л2\ U

нат. Эти уравнения отображают
плоскость Х\Ьх2 на плоскость

2/iО 2/2 (не обязательно на всю плос- 01 х, 0\ у,

кость). Так как уравнения (1)
линейные, то отображение называется

линейным отображением.
Если в плоскости х\Ох2 мы рассмотрим некоторую область W,

то с помощью равенств (1) определяется некоторая совокупность
точек U плоскости у\Оу2 (рис. 450).

Замечание. Отметим, что рассматривают и нелинейные

отображения ух =(р(хи х2), 2/2 =^(яъ яг)-
Мы ограничимся здесь рассмотрением только линейных

отображений.

Отображение (1) полностью определяется совокупностью

коэффициентов an, ai2, a2i, a22.

Прямоугольная таблица, составленная из этих коэффициентов,
записанная так:

Рис. 450.

an

021

d\2

a22

или
/an ai2\
\a2i a22/

'
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называется матрицей отображения (1). Символы || || или ( )
суть символы матрицы.

Матрицы обозначают и одной буквой, например А или Ца^Ц,

А =
ап ai2

a2i агг
(2)

Определитель, составленный из элементов матрицы без их

перестановки (обозначим его А (А))

Д =
ап ai2

^21 ^22
(3)

называется определителем матрицы.

Пример 1. Отображение

У\ х\ cos а —

X2sma, У2 = х\ sin а Н- Х2 cos а

есть поворот на угол а. При этом отображении каждая точка М с полярными

координатами (р; в) переходит в точку М с полярными координатами (р; в -f q),
если системы координат х\Ох2 и у\Оу2 совмещены (рис. 451).

*2\У2 M(pfi-hOi)°

„M(pfi)

У1

*2

0

У2 k=3

. XJ
yt

Рис. 451. Рис. 452.

Матрица этого отображения

л — cos a —sin а

|| sin а cos а

Пример 2. Отображение

У\ = кх\, у2 = Х2

есть растяжение вдоль оси Ох\ с коэффициентом растяжения к (рис. 452).
Матрица этого отображения

А
к 0
0 1

Рис. 453.

Пример 3. Отображение

у\ = кх\, у2 = кх2

есть растяжение в к раз, как в направлении оси Ох\,

уt так в направлении оси Ох2 (рис. 453).
Матрица этого отображения

к 0
0 к
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Х2^У2

01 у,

Рис. 454. Рис. 455.

491

х2>

0

У2

1 Л0^
х'

У,

Пример 4. Преобразование

У\ = -х\, У2 = х2

называется зеркальным отражением от оси Ох2 (рис. 454).

Матрица рассматриваемого преобразования имеет следующий вид

-1 О

О 1

Пример 5. Преобразование

У2 =Х2

называется сдвигом вдоль оси Ох\ (рис. 455).
Матрица этого преобразования

Можно рассматривать линейное преобразование с любым числом

переменных.

Так, преобразование

2/i = «n#i + ai2#2 + «13#з,

2/2 = «21#1 + «22#2 + «23#3,

2/3 = «31#1 + «32#2 + «33#3

(4)

an

«21

«31

«12

«22

«32

«13

«23

«33

есть отображение трехмерного пространства #i, #2, #з в трехмерное

пространство 2/ъ 2/2» 2/з- Матрицей этого преобразования будет

(5)

Можно рассматривать линейные преобразования с неквадратной
матрицей, т.е. такой матрицей, где число строк не равняется

числу столбцов. Так, преобразование

2/1 = «11#1 +«12#2,

2/2 =«21^1 +«22^2, (6)
2/3 = «31 #1 +«32#2

является отображением плоскости Х\Ох2 в некоторую
совокупность точек в пространстве 2/ь 2/2 > 2/з-
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Матрицей этого преобразования будет

А =

an

U21

аз1

U12

U22

^32

(7)

Рассматривают матрицы с любым числом строк и любым числом

столбцов. Матрицы используются не только при линейных

преобразованиях, но и в других разделах. Поэтому матрица является

самостоятельным математическим понятием, аналогичным

понятию определителя. Ниже сформулируем несколько определений,
связанных с понятием матрицы.

§ 2. Общие определения, связанные с понятием матрицы

Определение 1. Прямоугольная таблица из ran чисел,

содержащая га строк и п столбцов

А =

an ai2 din

а)
| Q>ml &m2 • • • Q"mn

называется матрицей. Коротко матрицу обозначают так:

А = || оц || (• = 1, 2, ...
, га; j = 1, 2, ...

, n), (2)*i3 |

где aij
— члены матрицы.

Если в матрице число строк равняется числу столбцов га = п,
то матрица называется квадратной:

А =

an

U21

ai2

U22

Q>in

d2r\
(3)

I Q>nl 0>n2 • • • 0>n

Определение 2. Определитель, составленный из элементов

квадратной матрицы (без перестановок), называется определителем
матрицы, будем его обозначать А (А):

А(А) =

an

U21

ai2

U22

din

d2n

Q>nl 0>n2 an

(4)

Заметим, что неквадратная матрица определителя не имеет.

Определитель матрицы, полученной из матрицы А

вычеркиванием г-й строки и j-ro столбца, умноженный на (—1)*+J', называется

алгебраическим дополнением элемента а^ и обозначается А^.
Определение 3. Матрица А* называется транспонированной

по отношению к матрице А, если столбцы матрицы А являются

строками матрицы А*.
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ац ai2

«21 «22

1 «31 «32

>УДет

ац а\2 аз1

| «21 «22 «32 |

Пример. Пусть

Транспонированной матрицей А* будет

Л*

Определение 4. Квадратная матрица А называется

симметричной относительно главной диагонали, если aij = dj{.
Очевидно, что симметричная матрица совпадает со своей

транспонированной.
Определение 5. Квадратная матрица, у которой все элементы,

не стоящие на главной диагонали, равны нулю, называется

диагональной. Если элементы диагональной матрицы, стоящие на

главной диагонали, равны единице, то матрица называется

единичной. Будем ее обозначать буквой Е:

1 0 ... 01

10 1 ... 0
Е =

0 0

(5)

Определение 6. Рассматривают матрицы, состоящие из одного

столбца или из одной строки:

Х =

Xi

Х2
У = \\У\У2...Ут\\. (6)

Первая матрица называется столбцевой, вторая
— строчной.

Определение 7. Две матрицы А и В считаются равными,

если они имеют одинаковое количество строк и столбцов и

соответствующие их элементы равны, т.е.

А = В, (7)
ИЛИ

II Mj || = || bij || (i = 1, 2, ...
, га; j = 1, 2, ...

, n), (8)
если

dij = bij . (9)
Бывает удобно иногда отождествлять столбцевую матрицу с

вектором в пространстве соответствующего числа измерений, где
элементы матрицы являются проекциями вектора на соответствующие
оси координат. Так, можем написать

Xi

Х2 = xii + x2j + x3k. (10)

Иногда и строчную матрицу удобно отождествлять с вектором.
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§ 3. Обратное преобразование

Из уравнений (1) §1

2/i = anxi + ai2#2, 2/2 = a2i#i + a22#2 (i)

следует, что отображение плоскости X\Ox<i на плоскость у\Оуч
является однозначным, так как каждой точке плоскости х\Ох<ь
соответствует единственная точка плоскости у\Оу2-

Если определитель матрицы преобразования отличен от нуля:

Д(Л) =
an ai2

U21 U22
фО или аца22

—

^21^12 / О, (2)

то, как известно, система уравнений (1) имеет единственное

решение относительно х\ и Х2-

iepi

Xi

Xl = 1

1 У\ «12

| 2/2 «22

ац а\2

«21 «22

| »

нутом виде

022 i _а12
2/2,

#2 — |

«11

«21

«11

«21

У1 1
У2\

«12

«22 1

Х2 =
-Q21

7.
, «Л 7.

-д-2/1 + д 2/2- (3)

Каждой точке M(yi; 2/2) плоскости у\Оу2 соответствует
определенная точка M(xi; X2) плоскости Х\Ох2- В этом случае

отображение (1) называется взаимно однозначным (невыроэюденным).
Преобразование (3) координат (j/i; y2) в координаты (xi; X2)
называется обратным. В этом случае обратное отображение является

линейным. Заметим, что линейное невырожденное отображение
называется аффинным. Матрицей обратного преобразования
является матрица (обозначим ее через А~1):

А-' =

«22

Д
-«21

Д

-«12 1

д
«11

д II
(4)

Если определитель матрицы А равен нулю:

^11^22
-

^21^12 = О, (5)

то матрица А и преобразование (1) называется выроэюденным.
Это преобразование не будет взаимно однозначным.

Докажем это. Рассмотрим два возможных случая:

1) Если ац = а\2 — о>2\ = о>22 = 0, то при любых х\ и Х2 будут
2/1 = 0, з/2 = 0. В этом случае любая точка {х\\ хг) плоскости

Х\Ох2 переходит в начало координат плоскости у\Оу2-
2) Пусть хотя бы один из коэффициентов преобразования

отличен от нуля, например ац ф 0.
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Умножая первое из уравнений (1) на агъ второе на оц и

производя вычитание, получим с учетом равенства (5)

U21

ап

2/i = ацХх +ai2#2,

2/2 = U21#l +U22#2, (6)

a2i2/i -any2 = 0.

Итак, при любых Xi, x^ для значений у\ и уъ получаем
равенство (6), т.е. соответствующая точка плоскости x\Ox<i попадает

на прямую (6) плоскости у\Оуъ. Очевидно, что это отображение
не является взаимно однозначным, так как каждой точке прямой
(6) плоскости 2/i О 2/2 соответствует совокупность точек плоскости

Х\Ох<ь, лежащих на прямой у\ = ацХ\ + ai2#2-

В обоих случаях отображение не является взаимно однозначным.

Пример 1. Преобразование

7/1 = 2х\ + Х2, У2=Х\-Х2

является взаимно однозначным, так как определитель А (А) матрицы

преобразования А отличен от нуля:

I2 Х1
1 -1

А(А) =

Обратное преобразование будет

1

-3.

х\ = з2/1 + |У2' Х2 =
з У1

~

зУ2*

Матрица обратного преобразования, в соответствии с формулой (4), будет

А-* =

Пример 2. Линейное преобразование

У1=Я1+2ж2, У2 = 2ж1Н-4а;2

является вырожденным, так как определитель матрицы преобразования

1*1
3
1

1 з

11
3
2
3 1

А(А) =
1 2

2 4
= 0.

Это преобразование переводит все точки плоскости (х\, Х2) в прямую уг
— 2у\

плоскости (yi, уг).

§ 4. Действия над матрицами. Сложение матриц

Определение 1. Суммой двух матриц \\aij\\ и \\bij\\ с

одинаковым количеством строк и одинаковым количеством столбцов
называется матрица || с^ ||, у которой элементом Cij является сумма

dij+bij соответствующих элементов матриц \\dij\\ и ||bij||> т.е.

II <*« || +ИМ = 11 су ||, (1)



496 МАТРИЧНАЯ ЗАПИСЬ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ [ГЛ. XXI

если

dij + bij = Cij (j = 1, 2, ...
, га; j = 1, 2, ...

, n). (2)

Пример 1.
ац ai2

1 «21 «22
+

\Ьц 6i2
1 &21 622

=
«11 + Ьц ai2 +612

«21 "f &21 «22 "f &22

Аналогичным образом определяется разность двух матриц.

Целесообразность такого определения суммы двух матриц, в

частности, следует из представления вектора как столбцевой
матрицы.

Умножение матрицы на число. Чтобы умножить матрицу на

число А, нужно умножить на это число каждый элемент матрицы:

A|K|| = ||Aay||. (3)
Если А целое, то формула (3) получается как следствие правила

сложения матриц.

Пример 2. А «11 «12
_ Аац ^«12

«21 «22 II || Aa2i Аа22 |
Произведение двух матриц. Пусть имеем линейное

преобразование плоскости Х\Ох2 на плоскость у\Оу2-

Ух = ацХх +ai2£2,

с матрицей преобразования

А =
ац

U21

2/2 = U21#l +U22#2

ai2

U22

(4)

(5)

Пусть далее произведено линейное преобразование плоскости

2/iО2/2 на плоскость z\0 z<i'.

Z\ = 6ц2/1 +6i22/2,

с матрицей преобразования

В =

&21

z2 = 62i2/i + 6222/2

6l2
622

(6)

(7)

Требуется определить матрицу преобразования плоскости XiO#2
на плоскость Z1OZ2. Подставляя выражения (4) в равенства (6),
получаем

z\ = 6ц (anXi + ai2x2) + 612 (a2iXi + 022^2),
z<i — 621 (anXi + 012X2) + 622 (a2i#i + ^22^2)

или

z\ = (ЬцОц +6i2a2i)xi + (6nai2 + 612*122) #2,

z2 = (62ian + 622^21)^1 + (621^2 + 622^22) #2-

Матрица полученного преобразования будет

6цац + 612021 6nai2 + 612022

621 ац + 622^21 621 ai2 + 622^22 I
C =

(8)

(9)
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с = (10)

(11)

или коротко

'| Си Ci2

| С21 С22

Матрицу (9) называют произведением матриц (7), (5) и пишут

Ьц Ь\2 ац а\2
__

ЬцЛц + 612^21 Ьца\2 + 612^22

I ^21 ^22 || || «21 a22 ^21^11 + ^22^21 &21&12 + ^22^22

или коротко
В . А = С. (12)

Сформулируем далее правило умножения двух матриц В и А,
если первая содержит т строк и к столбцов, а вторая к строк
и п столбцов.

Схематически оно показано в равенстве

Ьц bi2 ... bik

Ьц biг2 bik

bmib'ml 0m2- ..ft,rnk

anai2.

U21a22 •

. d\j. . .din

. d2j• • • d2n

Си C\n

Cm\'

(13)

\dk\ ak2---dkj---dkn

Элемент Cij матрицы С, являющейся произведением матрицы
В на матрицу А, равен сумме произведений элементов г-й строки

матрицы В на соответствующие элементы j-ro столбца матрицы
А, т.е.

(г = 1, 2, ... ,m; j = 1, 2, ...
, п).

1 о

о о

0 о

1 о

Cij = 2^ bi\a\j
A=l

Пример 3. Пусть

В •

тогда

1) БЛ :

2) ЛВ:

В данном примере

БЛ ф ЛВ.

Мы пришли к следующему выводу. При умножении матриц
не справедлив переместителъный закон.

Пример 4. Даны матрицы

Найти ЛВ и ВЛ.

I1 °

0 0

1° °

I1 о,

0 0

1 0

I1 °|
0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

10 0

0 2 1

13 0 0

в = \
0 1 0|
2 0 1

1 0 l|
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Решение. По формуле (13) находим

АВ

ВА

104- 0

0-0 + 2-

3-0 + 0

0-1 + 1-

2-1 + 0-

1-1 + 0-

2 + 0

2+1-

2 + 0

0 + 0

0+1

0+1

1 + 0

1 + 2-

1 + 0

0+1

0 + 0

0 + 0

0 + 0-

0+1-

0 + 0-

2 + 0-

2 + 1-

2 + 1-

0 + 0-

0 + 2-

0 + 0-

0+1-

0 + 0-

0 + 0-

1 + 0-

1 + 1-

1 + 0-

1 + 0

1 + 1-

1 + 1

=

=

0 1 0

5 0 3

о з о|
021

5 0 0

|4 0 0|
Пример 5. Найдем произведение матриц:

а\\

021

«12

022

«13

«23

fell

&21

Ьз1

6i2 613

622 &23

Ь32 Ьзз

ОЦ&11 + 012&21 + 013бз1 ОЦ&12 + 012&22 + О13632 Оц&13 + 012&23 + 013633
021&11 + 022^21 + 023631 021612 + 022&22 + 023632 O21613 + 022&23 + О2363З

Путем непосредственной проверки можно убедиться в

справедливости следующих соотношений для матриц (к— число, А, В,
С—матрицы):

(кА) • В = А ■ (кВ),
(А + В)С = АС + ВС,

С ■ (А + В) = СА + СВ,

А (ВС) = (АВ) С.

(14)
(15)
(16)
(17)

На основании правил умножения квадратной матрицы А на

число к и правила вынесения общего множителя элементов столбцов

определителя для матрицы n-го порядка следует

А(кА) = кпА(А). (18)
Так как при умножении двух квадратных матриц А и В

получается квадратная матрица, элементы которой образуются по

правилу умножения определителей, то очевидно, что справедливо

следующее равенство:

А(АВ) = А (А)-А (В). (19)

Умножение на единичную матрицу. Квадратная матрица, у

которой элементы, стоящие на главной диагонали, равны единице,

а все остальные элементы равны нулю (как указывалось выше),
называется единичной матрицей.

Так, единичной матрицей 2-го порядка будет

Е = (20)

На основании правила умножения матриц получаем:

fln &12 1 0 I an a\2

&21 ^22 0 1 U21 а22
АЕ =
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т.е.

АЕ = А, (21)
а также

ЕА = А. (22)
Легко видеть, что произведение квадратной матрицы любого

порядка на соответствующую единичную матрицу равняется
первоначальной матрице, т.е. справедливы равенства (21) и (22).
Таким образом, при умножении матриц единичная матрица играет

роль единицы, поэтому и называется единичной.
Единичной матрице (20) соответствует преобразование

2/1 = #Ь 2/2 = #2-

Такое преобразование называется тоэюдественным. Обратно,

тождественному преобразованию соответствует единичная матрица.
Аналогичным образом определяется тождественное преобразование
любого числа переменных.

§ 5. Преобразование вектора в другой вектор
с помощью матрицы

Пусть дан вектор

X = Xii + x2j +x3fc,

который запишем в виде столбцевой матрицы

X =

Xi

Х2

хз

(1)

Произведем преобразование проекций этого вектора с помощью

матрицы

ац а\2 ^13

А =\\ a2i а22 Д23 ; (2)
|| ^31 а32 азз II

2/i = di\X\ + CL12X2 + ai3X3,

2/2 = U21#l + а22%2 + U23#3, (3)
2/3 = a3i#i + аз2#2 + азз#з-

Получим новый вектор

Y = 2/i* + 2/2J+2/3fc,

который в виде столбцевой матрицы можно записать так:

"

2/1 | | aiiffi + ai2£2 + ai3x3 Г
Y = || 2/2 = a2ixi + a22x2 + a23x3 | . (4)

2/3 || || G3i#i + а32£2 + азз#з |
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Пользуясь правилом умножения матриц, эту операцию
преобразования можно записать так:

а\\Х\ + 012X2 + Gi3#3Оц

G21

G3i

0>\2

0>22

0>32

Ol3

Q>23

азз

X1

г2
|хз

= «21^1 + 022^2 + ОгзЯз

031^1 + О32Ж2 + Озз^З

т.е.

Y = АХ.

(5)

(6)
При умножении квадратной матрицы на столбцевую

получается столбцевая матрица той же высоты.

Очевидно, что преобразование трехмерного вектора -X" в вектор
Y—это другая формулировка преобразования трехмерного

пространства в трехмерное.

Отметим, что система равенств (3) вытекает из матричного

равенства (4) путем приравнивания элементов матриц, стоящих слева

и справа.
Равенство (4) дает преобразование вектора -X" в вектор Y с

помощью матрицы А.

Все проведенные рассуждения для вектора в трехмерном

пространстве переносятся на преобразование векторов в пространстве
любого числа измерений.

§ 6. Обратная матрица

Пусть дан вектор X. Произведем над ним преобразование с

помощью квадратной матрицы А, получим вектор Y:

Y = АХ. (1)
А (А) ф0.Пусть определитель матрицы А отличен от нуля

Тогда существует обратное преобразование вектора Y в вектор -X".

Это преобразование находится путем решения системы уравнений
(3) §5 относительно xi, #2, #з- Матрица обратного преобразования
называется обратной матрицей к А и обозначается А~г. Таким

образом, можем написать

X = A"lY. (2)

Здесь -X" — столбцевая матрица, Y—столбцевая матрица, АХ —

столбцевая матрица, А~1—квадратная матрица. Подставляя
вместо Y в правой части равенства (2) правую часть равенства (1),
получаем

X = А'1АХ. (3)
Над вектором -X последовательно произвели преобразование с

матрицами А и А"1, т.е. произвели преобразование с матрицей,
равной произведению матриц (А~1А). В результате получилось
тождественное преобразование. Следовательно, матрица А~г А есть

единичная матрица:

А~1А = Е. (4)
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Равенство (3) имеет вид

X = EX. (5)
Теорема 1. Если матрица А~х —обратная к матрице А, то

и матрица А — обратная к матрице А~1, т.е. справедливы
равенства

А~1А = АА~1 =Е. (6)

Доказательство. К обеим частям равенства (3) применим

преобразование с помощью матрицы А:

АХ = А(А~1А)Х.

Пользуясь свойством сочетательности при умножении матриц,
последнее равенство можно переписать так:

АХ = {АА~1)АХ.
Отсюда следует, что

АА-1 = Е. (7)

Утверждение доказано.

Из равенств (4) и (7) следует, что матрицы А и А"1 взаимно

обратные. Из указанных равенств также следует

(А-'Г^А. (8)
Действительно, из равенств (7) следует

А-^А-1)-1 =Е.

Сравнивая последнее равенство с равенством (4), получаем
равенство (8).

§ 7. Нахождение матрицы, обратной данной

Пусть дана невырожденная матрица

А =

оц а\2 oi3

О21 0,21 «23

«31 «32 «33

А = Д(А) =
ац а\2 «13

021 «22 «23

«31 «32 «33

/о.

(1)

(2)

Докажем, что обратной матрицей А'

А~г =

Ли
А

Ли
А

Л\з
А

Л21
А

А22
А

А

будет матрица

А

>*32
А

Лзз
А

(3)



502 МАТРИЧНАЯ ЗАПИСЬ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ [ГЛ. XXI

где Aij—алгебраическое дополнение элемента а^ (см. §2).
Найдем матрицу С, равную произведению матриц А, А"1:

С = АА-1 =

Оц

G21

аз1

G12

G22

G32

агз

G23

азз

Д

i4i2
Д

^13
Д

^21
д

А22
А

^23
Д

>*31
Д

Л32
д

Лзз
Д

=

1 0 0

0 1 0

0 0 l|

Действительно, на основании правила умножения матриц

диагональные члены матрицы С есть сумма произведений элементов

строки определителя А на соответствующие им алгебраические
дополнения, деленная на определитель А, т.е. равны единице.

Например, элемент сц определяется так:

-п. М\ АХ2 А\з _ ацАц + ai2^4i2 + Q13>^13
п — п ^П _L п

^12 I п Л\г __ ail^ll Т ai2^12 T "13^13 _ 1

СЦ —

Оц-д- +012-д- +013-Д-
—

д
— А-

Каждый недиагональный член есть сумма произведений элементов

некоторой строки на алгебраические дополнения другой строки,
деленной на определитель А; так, например, элемент сгз

определяется так:

Аз А32— „ л31 I п >*32 | л >*33
С23 = а21"д- +022-Д- +023"^
Таким образом, теорема доказана.
Замечание. Матрица

А =

Азз _ Д21>^31 + Q22^32 + 023^33 _ J). __

лп

А12
Ais

Л21

А22
А23

^31

4*2
^зз

0.

(4)

называется матрицей, присоединенной к А. Обратная матрица

А"1 через присоединенную А выражается так:

А~1 =
А (А)

А. (5)

Справедливость этого равенства следует из равенства (3).
Пример. Дана матрица

А =

Найти обратную матрицу Л х и присоединенную матрицу А.

Решение. Находим определитель матрицы А:

|1
0

о

2

3

1

0

1

2\

Д(Л) = 5.

Находим алгебраические дополнения

11 = 5,
21= -4,
31 = 2,

An =0,

>*22 =2,
Аз2= -1,

-4i3 =0,

^23= -1,
Агз =3.
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Следовательно, по формуле (3)

А~* =

0 -f

По формуле (4) находим присоединенную матрицу

А =

5 -4

0 2

0 -1

§ 8. Матричная запись системы линейных уравнений

Рассуждения будем проводить для случая трехмерного
пространства. Пусть имеем систему линейных уравнений

а\\Х\ + oi2^2 +.ai3#3 = di>
О21Х1 + 022^2 + U23#3 = d2,
031X1 + аз2#2 + азз#з = ^з-

Рассмотрим три матрицы:

(1)

Оц

G21

^31

0>\2

0>22

^32

Ol3 1
^23

азз |

х = \

D = \

Ui I

г2
1хз|
dill
*
1*1

(2)

(3)

(4)

Тогда, пользуясь правилом умножения матриц, система (1)
может быть записана в матричной форме так:

(5)

Действительно, в последнем равенстве в левой части стоит

произведение двух матриц, которое равно столбцевой матрице,
элементы которой определяются равенством (5). Справа стоит также

столбцевая матрица. Две матрицы равны, если равны их

элементы. Приравнивая соответствующие элементы, получим систему

уравнений (1). Матричное равенство (5) коротко записывают так:

АХ = D. (6)

Оц

0>21

аз1

G12

G22

G32

G13

^23

азз

\Х1
Г2
хз

=

\di
\d2
\d3
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Пример. Записать в матричной форме систему уравнений

х\ -f 2ж2 = 5,
Зж2 + яз = 9,
х2 + 2ж3 = 8.

Решение. Напишем матрицу А системы, матрицу решений X и матрицу

свободных членов D:

А =

1

0

|о

2

3

1

0

1

2

X =

Данная система линейных уравнений в матричной форме запишется так:

2 0

3 1

1 2

§ 9. Решение системы линейных уравнений
матричным методом

Пусть определитель матрицы А отличен от нуля: А (А) ф 0.

Помножим левую и правую части равенства (6) §8 слева на матрицу

А"1, обратную матрице А, получим

A~1AX = A~1D. (1)

Но
А~гА = Е, ЕХ = Х,

поэтому из (1) следует
X = A~1D. (2)

Последнее равенство с учетом равенства (5) §7 можно записать

так:

X =
1

А (А)
AD (3)

или в развернутом виде

Х2

хз

Х\

Х2

ХЗ

1
А (А)

1
А (А)

Ап М\ Аз\

А\2 А22 А32

А\з А23 Азз

Производя перемножение матриц, стоящих справа, получим

d\An +d2A2i + d3A3i

d\A\2 + (I2A22 + ^3^32

d\A\3 + d2A23 + с?з^зз

Приравнивая члены матриц, стоящих слева и справа, получаем

dlAu -f ^2^21 + <*3>*31
Д

(4)

(5)

xi =

х2 =
dlA\2 -f ^2^22 -f ^3^32

(6)
„ _ (I1A13 + (I2A2S + d3Ass
Хз- д
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Решение (6) можно записать в форме определителей:

Xi =

|<*1
<*2

Из

«и

«21

|«31

а\2

«22

«32

«13 1
«23

«33 |
«12 «13 |
«22

«32

«23

«33 1

х2 =

«11

«21

1 «31
«11

«21

|«31

d\ ai3 I
«*2 «23

«*3 «33 1
«12 «13

«22 «23

«32 «33 1

яз =

|«11
«21

|«31
«11

«21

|«31

«12

«22

«32

«12

«22

«32

dil

d2\
dz\
«13

«23

«33 1

Пример 1. Решить систему уравнений

х\ + 2ж2 = 5, Зж2 -f жз = 9, Х2 + 2жз = 8

матричным методом.

Решение. Найдем определитель матрицы системы

А (А):
1

0

0

2

3

1

0

1

2

5.

Определим обратную матрицу по формуле (3) § 7:

А~* =

* -I

Матрица D будет

D

Решение в матричной форме по формуле (2) запишется так:

1

0

0

4

5

2

5

1

5

2 1
5

1
"5

3
5

151

9

8

=

|l.5-J.9+J.8J
0.5+§.9-J.8
0-5-i. 9+|.8|

XI

Х2

ХЗ

Приравнивая строки матриц, стоящих слева и справа, получаем

Ж1 = 1-5-|-9+|-8 = 1,

Z2=0-5+!'9-i-8 = 2,

aj3 = 0-5-i-9-f|-8 = 3.

Пример 2. Решить систему уравнений

х\ + 2ж2 + xz = 0, 2х\ + жг Н- а;з = 1, х\ + Зжг + жз = 2

матричным методом.

(7)
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Решение. Находим определитель матрицы системы

Д(Л) =

Находим обратную матрицу

А~1 =

1

2

1

2

1

3

1

1

1

-2

-1

5

1

0

-1

1^0.

1

1

-3

Пишем решение системы в матричной форме:

XI

х2

S3

Приравнивая строки матриц, стоящих справа и слева, получаем

х\ =3, Х2 = 2, хз = —7.

-2

-1

5

1

0

-1

1

1

-з

0

1

2

=

3

2

|-7|

§ 10. Ортогональные отображения. Ортогональные матрицы

Пусть в трехмерном пространстве имеем две прямоугольные
системы координат (xi, х2, #з) и (х^, х2, Xg), имеющие общее
начало О. Пусть точка М имеет координаты (xi; х2; #з) и

(х'х; х2; х'3) в первой и второй системах координат (можно начало

координат и не совмещать).
Обозначим через ei, е2, ез единичные векторы на осях координат

(орты) в первой системе координат, через е{, е2, е3 орты во

второй системе координат. Векторы ei, e2, ез являются базисными

векторами в системе (xi, X2, хз), векторы е{, е2, е^ базисные в

системе (х^, х2, Хд).
Тогда вектор ОМ в первой системе координат запишется так:

(1)ОМ = х\е\ +х2е2 +х3е3;

во второй системе:

ОМ = х\е[ + х2е2 + х3вз. (2)

Рассмотрим преобразование координат xi, x2, хз произвольной
точки М в координаты х^, х2, х'3 этой же точки. Можно сказать,
что будем рассматривать преобразование пространства (xi, x2, хз)
в пространство (х^, х2, х'3).

Это преобразование обладает тем свойством, что отрезок длины I

переходит в отрезок той же длины L Треугольник переходит в

равный треугольник, следовательно, два вектора, выходящие из

одной точки с углом ф между ними, переходят в два вектора той

же длины с тем же углом между ними.
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Преобразование, обладающее указанным свойством, называется

ортогональным.
Можно сказать, что при ортогональном преобразовании

происходит перемещение всего пространства как твердого тела или

перемещение и зеркальное отображение. Определим матрицу этого

преобразования.
Выразим единичные векторы е{, е^ е'ъ через единичные векторы

ei, е2, е3:

е[ =апе1 + a2ie2 + a3ie3,

^2 = «12^1 + «22^2 "*" а32е3,

е3
= ai3ei + а23е2 + а33е3.

Здесь

an =cos(eb e{), ai2 = cos(eb е£), ai3 =cos(eb е£),
a2i = cos(e2, e{), a22 = cos(e2, е£), a23 = cos(e2, е£),
a3i =cos(e3, e{), a32 =cos(e3, е£), a33 =cos(e3, е£).

Девять направляющих косинусов запишем в виде матрицы

S =
an

«12

«13

«21

«22

«23

«31

«32

«33

(3)

(4)

(5)

(6)

Пользуясь соотношениями (4), можем также написать

е\ — аце[ ^а^е^ + а13ез,

е2 = a2ie{ + а22в2 + а23е3,

е3 = осз1в[ +а32вз + «33е3.

Очевидно, что матрица

II an ai2 ai3 II
S* = a2i a22 «23 (7)

|| «31 «32 «33 ||
является транспонированной матрицей по отношению к матрице 5.

Так как е{, е^ е!ъ—единичные взаимно перпендикулярные

векторы, то их векторно-скалярное произведение равно ±1.

Следовательно,

| «11 «21 «31

{е[е'2е^)= ai2 a22 a32 | = ±1. (8)
«13 «23 «33

Аналогично

(eie2e3) = A(S*)
«11

«21

«31

«12

«22

«32

«13

«23

«33

= ±1. 0>)
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Вычислим произведение

SS* =

1 «п «21 «31

«12 «22 «32

«13 «23 «33

матриц

•

|«11 «12

«21 «22

«31 «32

«13

«23

«33

=

10 0

0 1 0

0 0 1

= Е. (10)

Действительно, если обозначить через Cij элементы матрицы

произведения, то получаем

си = «?! + а^ + «31 1,

с22 = а\2 + а\2 + «32 = !»

сзз = «?з+а23+азз = 1»

С12 = «11«12 + «21«22 + «31«32 = в{ в£ = 0.

Аналогично

c{j = е[е'5 =0 при г ф j (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3).

Итак,
SS* = Е.

(И)

(12)

(13)

Таким образом, транспонированная матрица S* совпадает с

обратной матрицей 5"1:
S* = S-\ (14)

Матрица, удовлетворяющая условиям (13) или (14), т.е. обратная
своей транспонированной, называется ортогональной. Найдем
далее формулы преобразования координат (a?i, x2, хз) в

координаты (xi, х2, хз) и обратно. В силу формул (3) и (6) правые части

равенств (1) и (2) можно выразить как через базис (ei, в2, ез),
так и через базис (е{, е^ е$). Следовательно, можно написать

равенство

Х\в1 +Х2в2 +Хзвз = х[в[ + #2е2 + хЗеЗ* (1^)

Умножая последовательно все члены равенства (15) на вектор

е{, на вектор е!}, на вектор е!ъ и учитывая, что

при г ф j,

при г = j,<4 = 1

e-ej = оц

(16)

получим

Xi = «11#1 + «21#2 + «31#3,

%2
— «12#1 + «22#2 + «32#3,

#3
= «13#1 + «23#2 + «33#3-

(17)
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Умножая члены равенства (15) последовательно на ei, в2, ез,

получим

xi = апх[ + ai2X2 + CK13X3,

Х2 = OL2\x'\ + <*22#2 + а23#3>

#3 = «31^1 + «32^2 + а33#3'

(18)

Итак, матрицей ортогональных преобразований (17) является

матрица 5, а матрицей обратного преобразования (18)
—

матрица 5*.

Таким образом, доказано, что в декартовой системе координат

ортогональному преобразованию соответствует
ортогональная матрица. Можно доказать, что если матрицы прямого и

обратного преобразования (17) и (18) удовлетворяют соотношению

(13) или (14), т.е. являются ортогональными, то и преобразование
будет ортогональным.

Если введем столбцевые матрицы

X'

хз

Х =

Xi

Х2

ХЗ

(19)

то системы (17) и (18) можно записать так:

X' = SX, (20)

X = 5_1Х'. (21)

Если введем матрицы, транспонированные к матрицам (19):

Х'* = |К 4 *зН, -У* = 11*1 *2 а* II, (22)

то можем написать

х'* = x*s- X* = X'*S. (23)

§11. Собственный вектор линейного преобразования

Определение 1. Пусть дан вектор -X":

Х = Х2

ХЗ

(1)

где

х\ + х\ + х\ ф 0.

Если после преобразования вектора -X" с помощью матрицы А

(см. (2) §5) получается вектор Y:

Y = AX, (2)
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параллельный вектору -X":

Y = ХХ, (3)

где А — число, то вектор -X" называется собственным вектором

матрицы А или собственным вектором данного линейного

преобразования; число А называется собственным значением

Найдем собственный вектор

X =

Х\

Х2

ХЗ

для данного линейного преобразования или для данной
матрицы А. Чтобы вектор -X был собственным вектором матрицы А,
необходимо, чтобы выполнялись равенства (2) и (3). Приравнивая
правые части этих равенств, получаем:

или

т.е.

АХ = XX

АХ = \ЕХ,

(4)

(А-ХЕ)Х = 0. (5)
Из этого равенства следует, что вектор -X определяется с

точностью до постоянного множителя.

В развернутом виде равенство (4) записывается, очевидно, так:

CL\\X\ + ai2#2 + &13#3 = Хх\,

0>2\Х\ + a22#2 + U23#3 = A#2, (6)

U31#l + a32#2 + йзз#з = А#з,

а равенство (5) запишется так:

(ац — A)xi+ ai2#2+ ai3#3 = 0,
021Ж1+ (022 - A) £2+ агзяз = 0, (7)
CL21X1 + аз2#2+ (азз — A) X3 = 0.

Получили систему однородных линейных уравнений для
определения координат #i, #2, хз вектора -X. Чтобы система (7) имела

ненулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы определитель
системы был равен нулю:

| ац - A ai2 ai3

u2i a22 — А агз = 0, (8)
#31 a32 ^33

~~ ^

или

А (А - ХЕ) = 0. (9)
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Это есть уравнение третьей степени относительно Л. Оно

называется характеристическим уравнением матрицы А. Из этого

уравнения находятся собственные значения Л.

Рассмотрим случай, когда все корни характеристического
уравнения действительные и различные. Обозначим их через Ai, A2, A3.
Каждому собственному значению А соответствует собственный

вектор, координаты которого определяются из системы (7) при

соответствующем значении А. Обозначим собственные векторы

через Ti, T2, тз. Можно показать, что эти векторы линейно

независимы, т.е. ни один из них не выражается через остальные.

Следовательно, любой вектор можно выразить через векторы ti,

т"2> тз, т.е. их можно принять за базисные векторы.
Отметим без доказательства, что все корни характеристического

уравнения симметрической матрицы действительны.

Пример 1. Найти собственные векторы и соответствующие им собственные

числа матрицы

I1 Х\
\8 з|

Решение. Составим характеристическое уравнение и найдем собственные

значения:

1-А 1

8 3-А

= 0, т.е. А2-4А-5 = 0, Ai =-1, А2 = 5.

Найдем собственный вектор, соответствующий собственному значению Ai = — 1,
из соответствующей системы уравнений (7):

(1-Ai)xi + Х2 =0,
&Е1+ (3- \\)Х2 =0

2х\+ Х2 — 0,

8a;i-f4a;2 =0.

Решая эту систему, находим х\ = т, Х2 = —2т, где т— произвольное число.

Собственный вектор будет

Т\ — mi — 2mj.

Для собственного значения Аг = 5 пишем систему уравнений

—4^1 -f X2 = 0, 8xi — 2x2 = 0.

Собственный вектор будет

Т2 = mi -f 4mj.

Пример 2. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы

7-2 0

-2 6 -2

0-2 5

Решение. Напишем характеристическое уравнение

07-А -2

-2 6-А -2

0 -2 5-А

= 0, т. е. - А3 + 18А2 - 99А + 162 = 0.

Корни этого уравнения суть: Ai = 3, А2 = 6, A3 = 9.
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Для Ai = 3 собственный вектор определяется из системы уравнений

4ж1 - 2х2 = 0, -2ж1 + Зх2 - 2хз = 0, -2х2 + 2х3 = 0.

Полагая х\ = т, получаем х2 = 2т, х$ = 2т. Собственный вектор

г\ = mi + 2mj + 2mk.

Аналогично находим

Т2 = mi + Amj — mfc, T3 = —mi + mj — ^mfc.

§ 12. Матрица линейного преобразования, при котором
базисные векторы являются собственными векторами

Определим далее матрицу линейного преобразования, когда

базисом являются собственные векторы Ti, тг, тз. При этом

преобразовании должны выполняться соотношения

г* = AiTi, т2* = Л2Т2, т3* = Л3Т3,

где г*, т2*, т3*—образы векторов Ti, Т2, гз.

Пусть матрица преобразования будет

А' =
«11 «12 «13

«21

«31

«22 А23

«32 «33

(1)

(2)

Определим члены этой матрицы

написать

В базисе ть т2, тз можем

П = 1 •

п + 0 •

т2 + 0 •

т3 =

Так как вектор т\ после преобразования с помощью матрицы

А' переходит в вектор т* = \\Т\:

то можем написать

Следовательно,

AiTi +0-7^+0-7^,

-• = \lTl = A'Tlm

Ai
0

0

=

e'n
W21
«31

e'l2
a22

a32

«13

a23

a33

•

1

0

0

или в виде системы уравнений

Ai = an
• 1 + a12

• 0 + a13
• 0,

0 = a21
• 1 + a22

• 0 + a23
• 0,

0 = a31
• 1 + a32

• 0 + a33
• 0.

(3)

(4)
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Из этой системы находим:

a'n=Ai, a'2i = 0, a3i = 0.

На основании соотношений

7*2 = ^2^2, ^з = А3Т3,

аналогично найдем

a12 = ^> a22 = ^2> %2 = ^>

а. = °> а23 = °> = А3.*13
~~

"> "23
—

и' "33

Таким образом, матрица преобразования имеет вид

Ai
0
0

А' =
0

\2

0

0

0

Аз

Линейное преобразование будет

Aixi,
Уъ — Агх2,
Уз = А3ж^.

(5)

(6)

Если Ai = A2 = A3 = А*^ то линейное преобразование имеет вид

Уг = А 0?!, У2 = * x2i Уз = * Х3'

Такое преобразование называется преобразованием подобия с

коэффициентом А*. При этом преобразовании каждый вектор

пространства является собственным вектором с собственным

значением А*.

§ 13. Преобразование матрицы линейного преобразования
при переходе от одного базиса к другому

Пусть X — произвольный вектор:

X = Х2

Хз

= Х\е\ +#2в2 +х3е3, (1)

заданный в базисе (ei, ег, е3). Вектор X преобразуется с помощью

матрицы А в вектор У:

Y = = У\е\ +У2е2 + Узез,

Y = АХ.

(2)

(3)
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Введем в рассматриваемом пространстве новый базис (е{, е£, е^),
связанный со старым базисом формулами перехода

е[ = 6ц ех + 62i е2 + 63i е3,

е£ = bi2ei + 622^2 + 632 ез,

^з
= Ьгзвх + Ь2зв2 + Ь3зе3.

Пусть вектор X в новом базисе напишется так:

Л. — Хл С-у "т" Хп во "Г Д/О во — #2

#3

(4)

(5)

Можем написать равенство

Х\ е\ + ^2 в2 + хз ез = х1е1 + х2 е2 + х'3 е!ъ, (6)
где в правую часть подставлены выражения (4). Приравнивая
коэффициенты при векторах ei, ег, ез справа и слева, получим

равенства

Или коротко

Х\ = ЬпХ^ + bi2x'2 + 613X3,
Х2 = Ь21Х[ + Ь22^2 + ^23^3»
#3 = 631^ + 632^2 + 633^3-

X = ВХ\

(7)

где

(8)

(9)
bll 6l2 6l3

-В = II &21 &22 ^23

| &31 Ьзг Ьзз

Эта матрица невырожденная, имеет обратную матрицу -В-1,
так как система (7) имеет определенное решение относительно

xi> #2> хз* Если в новом базисе запишем вектор Y:

У1 = 2/^+2/2*2+2/3*3,

то, очевидно, имеет место равенство

Y=BY'. (10)

Подставляя выражения (8) и (10) в (3), получим

BY' = АВХ'. (11)

Умножая обе части равенства на В-1, получим

Y' = B'1ABX\ (12)

Следовательно, матрица А1 преобразования в новом базисе будет

А9 = В'1АВ. (13)
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Пример. Пусть с помощью матрицы А:

1

1

1°

1

0

1

0

1

1

А =

производится преобразование вектора в базисе (ei, ег, ез). Определить матрицу

преобразования А' в базисе (е{, е^ е^), если

е[ = е\ + 2ег + в3, е£ = 2ei + ег + Зе3, е3 = ei + ег + ез-

Решение. Здесь матрица Б такова (см. формулы (4) и (9)):

В-

Найдем обратную матрицу (Д (В) = 1)

Далее находим

B-J =

В_1Л =

1 2 1

2 1 1

1 3 1

-2 1

-1 0

5 -1 -

-1 -1

-1 0

4 2 -

=

1-1
0
4 -

1

1

з

2

1

-4

3

1

-2

0

0

2

Окончательно по формуле (13) находим

А' = В~1АВ

Докажем, далее, следующую теорему.
Теорема 1. Характеристический многочлен {левая часть

уравнения (8) §11) не меняется в зависимости от выбора базиса при
данном линейном преобразовании.
Доказательство. Напишем два матричных равенства

A' = B~lAB, E = B~XEB,

где А и А1— матрицы, соответствующие различным базисам при

одном и том же линейном преобразовании, В— матрица перехода
от новых координат к старым, Е—единичная матрица.

На основании двух последних равенств получаем

А'-\Е = В-1(А-\Е)В.
Переходя от матриц к определителям и пользуясь правилом

умножения матриц и определителей, получаем

А {А1 -\Е) = А (В'1 (А - ХЕ) В) = А (В"1) А (А - ХЕ) А (В).

Но
А (В'1 )А(В) = А (В'1 В) = А(Е) = 1.
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Следовательно,
А (А' -\Е)=А(А-\Е).

Слева и справа стоят характеристические многочлены матриц

преобразования. Теорема доказана.

§ 14. Квадратичные формы и их преобразования

Определение 1. Квадратичной формой от нескольких

переменных называется однородный многочлен второй степени от этих

переменных.

Квадратичная форма от трех переменных xi, Х2, хз имеет вид

F = ацх\ + а22#! + азз#з + 2ai2XiX2 + 2а^х\х^ + 2а2зХ2Хз, (1)

где aij—заданные числа, коэффициенты 2 взяты для того, чтобы

получить более простые последующие формулы.
Равенство (1) можно написать так:

F = xi (ацХх + а\2Х2 + «13X3)+
+ Х2 {CL2\X\ + «22X2 + «23X3)+

+ x3 (azixi + «32X2 + «ззх3), (2)

где а^ (г = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3) —заданные числа, при этом

«12 = «21, ai3 = 031, «23 = «32 • (3)

Матрица
II «n «12 «13 II

(4)

называется матрицей квадратичной формы (1). Данная
матрица симметричная.

Будем считать (xi, #2, Х3) координатами точки пространства или

координатами вектора в ортогональном базисе (ei, в2, ез), где ei,

е2> ^з
—

единичные векторы.

Рассмотрим линейное преобразование в базисе (ei, в2, ез):

хг = ацХх + ai2#2 + «13X3,

^2
= «21 Xi + «22X2 + «23X3, (5)

Х3 = «31X1 + 032X2 + «ззхз-

Матрица этого преобразования совпадает с матрицей квадратичной
формы.

an

«21

«31

«12

«22

«32

«13 1
«23

«33 |
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Определим далее два вектора

х =

1

х' = \
\

Х1 II
Х2

хз||
1
х2

хз 1

(6)

(7)

Преобразование (5) запишем в форме

X1 = АХ. (8)

Тогда квадратичную форму (2) можно представить как

скалярное произведение этих векторов:

F = (X,AX). (9)

Пусть е{, е£, е^—ортогональные собственные векторы
преобразования (8), соответствующие собственным значениям Ai, A2, A3.
Можно доказать, что если матрица симметрична, то

существует ортогональный базис, составленный из собственных векторов
матрицы А. Произведем преобразование (8) в базисе (е{, ej, е^).
Тогда матрица преобразования в этом базисе будет диагональной

(см. §12):
1 Ai О О

О А2 О II. (10)
0 0 Аз ||

Можно показать, что применяя это преобразование к

квадратичной форме (1), можно привести последнюю к виду

F = Xxxl + \2xl + \3xj. (11)
Направления собственных векторов е{, е£, е% называются

главными направлениями квадратичной формы.

§ 15. Ранг матрицы. Существование решений системы

линейных уравнений

Определение 1. Минором данной матрицы А называется

определитель, составленный без перестановок из оставшихся элементов

матрицы после вычеркивания из нее нескольких строк и столбцов.

Пример 1. Пусть дана матрица

ац а\2 ai3 «14

021 022 «23 «24

I «31 «32 «33 «34 I
Миноры третьего порядка этой матрицы получаются после вычеркивания

одного столбца и замены знака матрицы || || знаком определителя | |. Их четыре.
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Миноры второго порядка получаются после вычеркивания двух столбцов и одной

строки, их 18. Миноров первого порядка 12.

Определение 2. Рангом матрицы А называется наивысший

порядок отличного от нуля минора матрицы А.

Пример 2. Легко проверить, что ранг матрицы

11-1 0 1

|2 0 1|
1

равен 2.

Пример 3. Ранг матрицы

1 1

равен 1.

Если матрица А квадратная, порядка п, то ранг этой матрицы к

удовлетворяет соотношению к ^ п. Как указывалось выше, если

к = п, то матрица называется неособой, если к < п, то матрица

называется особой.

Например, матрица

1°
0

1

1

0

1

°|
1

0

является неособой, так как Д (А) = 1^0; матрица в примере 2 особая, так как

там п = 3, к = 2.

Понятие ранга матрицы широко используется в теории систем

линейных уравнений. Имеет место следующая

Теорема 1. Пусть дана система линейных уравнений:

ацХ\ + (1x2X2 + «1з#з = fci, ^

«21 #1 + 0,22X2 + «23#3 = &2, > (1)
«3i#i + «32#2 + «зз#з = Ьз- J

Введем в рассмотрение матрицу системы

А = «21

«31

«12

«22

«32

«13

«23

«зз

и расширенную матрицу

В = (121

«31

«12

«22

«32

«13

«23

«33

h
Ьз

(2)

(3)

Система (1) имеет решения, если ранг матрицы А равен рангу

матрицы В. Система не имеет решений, если ранг матрицы А

меньше ранга матрицы В. Если ранг матрицы А и ранг

матрицы В равен 3, то система имеет единственное решение.
Если ранг матрицы А и В равен 2, то система имеет бес-

численное множество решений, при этом два неизвестных выра-

оюаются через третье, которое имеет произвольное значение.
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Если ранг матриц А и В равен 1, то система имеет

бесчисленное мнооюество решений, при этом два неизвестных имеют

произвольные значения, а третье выражается через них.

Справедливость этой теоремы легко устанавливается на

основании анализа решений системы уравнений, известного из алгебры.
Эта теорема справедлива для системы любого числа уравнений.

§ 16. Дифференцирование и интегрирование матриц

Пусть дана матрица \\aij (t) ||, где членами а^ (t) матрицы
являются функции некоторого аргумента t:

an (t) ai2 (t)
G2i (t) a22 (t)

am (t)
a2n (t)

(t)

(1)l|a*i(OII =
|

I ami (t) am2 (t)
или коротко будем это записывать так:

A(t) = \\aij(t)\\ (t = l, 2, ...,m; j = 1, 2, ...
, n). (2)

Пусть члены матрицы имеют производные

damn (t)dan (t)
dt dt

Определение 1. Производной от матрицы A(t) называется

матрица, обозначим ее через —jf, члены которой являются

производными от членов матрицы A(t), т.е.

dA(t)
_

dt
""

1 dan

dt

da2\

dt

dami
1 dt

da\2

dt

da22

~~aT
"

dam2
dt

da\n
dt

da2n
dt

damn
ft.

(3)

Заметим, что такое определение производной от матрицы

получается естественным путем, если наряду с введенными операциями

вычитания матриц и умножения на число (см. §4) присоединить

операцию предельного перехода:

дИто^{||а^(« + А«)||-||а^(011} =

= lim
At—О

aij (t + At) - a^ (t)

At
lim
At—0

aij (t + At)
-

ajj (t)
At

Символически коротко равенство (3) можно записать так:

dA(t)
dt i^(t) (4)
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Определение 2. Интегралом от матрицы A (t) называется

матрица, обозначим ее через

j A{z)dz,
to

члены которой равны интегралам от членов данной матрицы:

z

[ A(z)dz =
to

fan(z)dz ... fain(z)dz
to to

t t

f 021 (z)dz ... / 02n (z) dz
to

t

f ami (z)dz ... / amn (z) dz
to to

(5)

более кратко:
t t

/ || a (z) II dz = / dij (z) dz

to to

(6)

§ 17. Матричная запись системы дифференциальных
уравнений и решений системы дифференциальных

уравнений с постоянными коэффициентами

Рассмотрим систему п линейных дифференциальных уравнены
с п искомыми функциями х\ (£), Х2 (£)> •••> хп (t):

dx\
dt

— оцХ1 + oi2x2 + ... + ainxn,

dico 1 1 1

-jg-
= a2ixi + a22#2 + • • • + G2n#n,

(1)

-|p = anixi + On2a;2 + • • • + onnin.

Коэффициенты ац
—постоянные. Введем обозначение:

Х =

XI («)

I ХП («) I

(2)



§ 17] ЗАПИСЬ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 521

Это матрица решений или векторное решение системы (1). Далее,
определим матрицу производных от решений:

dx\

dX
dt

dt

dxi
dt

dxn
dt

(3)

Выпишем матрицу коэффициентов системы дифференциальных
уравнений

оц oi2 ... а\п

021 U22 • • • 0>2п
Л = ||оу || = (4)

I 0"п1 Q"n2 • • • Q>nn i

Пользуясь правилом умножения матриц (см. §4), систему

дифференциальных уравнений (1) можно в матричной форме записать

так:

Xidx\

dt

dx2

dt

dxn

dt

Оц O12

O21 U22 0>2n

Q>nl Q>n2 an

X2

(5)

или коротко на основании правила дифференцирования матриц

Зг = АХ- (6)

Пусть

а =

ai

ОС2

Otn

(7)

где ctj
—

некоторые числа.

Совокупность решений системы дифференциальных уравнений
будем искать в форме (см. формулы (2) §30 гл. XIII)

X = ektot. (8)

Подставляя (8) в (6) и пользуясь правилом умножения матрицы
на число и правилом дифференцирования матриц, получаем

kektot = Aektct,

откуда

или

кос = Ла,

Act — кос = 0.

(9)

(10)
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Напомним, что в последнем равенстве А
—

матрица (4), к— число,
а—столбцевая матрица (7). Матрицу, стоящую в левой части

равенства (10), можно записать так:

(А -кЕ)ос = 0,

где Е—единичная матрица n-го порядка,

равенство (11) перепишется так:

|оц
- к oi2 ... а\п II || c*i

Q>2\ G22
— к ... 02n OC2

(и)
В развернутом виде

-к ап

= 0. (12)

0>п\ 0>п2

Равенство (11) показывает, что вектор а с помощью матрицы А

преобразуется в параллельный ему вектор кос Следовательно,
вектор а является собственным вектором матрицы Л,
соответствующий собственному значению к (см. §11).
В скалярной форме равенство (10) записывается как система

алгебраических уравнений (см. систему (3) §30 гл. XIII). Число к

должно определяться из уравнения (5) §30 гл. XIII, которое в

матричной форме можно записать так:

т.е. определитель

|оц
— к

Q>2\

А (А - кЕ) = 0,

а\2 ... а\п

022
— к ... а*т

(13)

(14)

Q>nl 0>п2 • • • 0>пп
— к

Пусть все корни уравнения (14) различны:

М > &2 >
• • •

> ^п •

Для каждого значения к{ из системы (11) определяется матрица
значений а ,.ч

а

а

а
.(0

(одно из этих значений произвольное). Решение системы (1) в

матричной форме, следовательно, запишется так:

Х2

а
(!) ЛР)а а

а
(!) ,*(*><Хо а

(п)
1

(п)

(Лп «П а
(п)

deklt

C2ek2t

Спеknt

(15)
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где С{ — произвольные постоянные.

В скалярной форме решения даются формулами (6) §30 гл. XIII.

Пример 1. Записать в матричной форме систему и решение системы

линейных дифференциальных уравнений

-Jp = 2ж1+2ж2, -Jjt = х\ + 3x2.

Решение. Напишем матрицу системы

|2 2
А =

1 3

В матричной форме система уравнений запишется так (см. уравнение (5)):

1 dx\
ЧГ

dX2
1 dt

I2 2

|l 3
\Xl 1
S2 1

Составим характеристическое уравнение (15) и найдем его корни:

2-к 2

1 3-А;
0, к2 - Ък + 4 = 0,

следовательно, к\ = 1, &2 = 4. Составляем систему (12) для определения

значений а[ , а2 Для корня к\ = 1:

(2 - 1) а[г) + 2<41} = 0, а<1} + (3 - 1) а2Х) = 0.

Полагая а[ — 1, получаем а2 = —1/2.
Аналогичным образом находим а[ '

и а2 , соответствующие корню /сг = 4.

Получаем Qj
= 1, о£ = 1. Теперь можем написать решение системы в

матричной форме (формула (15))

\Х2
=

1 1

-1/2 1
|Cie* I

|C2e4t \
или в обычной форме

Х1 = Cie* + C2e4t, X2 = -\ Схе1 + C2e4t.

Пример 2. Записать в матричной форме систему и решение системы

дифференциальных уравнений

Решение. Напишем матрицу системы

Л =

1 0 0

1 2 0

1 1 3

Следовательно, в матричной форме система уравнений записывается так

(см. уравнение (5)):
1 dx\
чг

dx2
ЧГ

dxz
1 чг

=

10 0

12 0

113

\х\ 1

\Х2
\хл
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Составим характеристическое уравнение (14) и найдем его корни:

1, т.е. (l-fc)(2-A:)(3-fc) = 0,

1 — А; О О

1 2-к О

1 1 3-А:

следовательно,

1, к2 =2, к3

Определим а\ , а2 > Q3 » соответствующие корню к\ = 1, из системы

уравнений (12):

»(11)+а<1> = 0, а?)+а21) + 2аvO). = 0,

находим
vd) 1, <41} -1, Q,

(1) :0.

Определим а\ , а^ , а3 , соответствующие корню к2 = 2, из системы

находим

.(2).

J3) (3)

.(2)0, а*'' = 0, а\" + а2^ + а\(2)^(2). J2)

J2).

.(3)

о, 42)- 1 а(2) -1.

Определяем aj , о:2 > аз > соответствующие корню /сз = 3, из системы

-2а
О)

: 0, а[3) - а„(»> J3)

находим

а<3>=0, а23>: :0, 43>

+ а!

1.

(3)
0,

Напишем в матричной форме решение системы (см. формулу (15))

1 0 0|
|-1 1 0

0 -1 1

Г1
\х2

\хг\

С\еь
C2e2t
C3e3t

или в обычной форме

xi = С\е\ х2 = -С\еь + С2ег\ х3 = -C2ezt + С3е*\лз*

§ 18. Матричная запись линейного уравнения n-го порядка

Пусть имеем линейное дифференциальное уравнение n-го

порядка с постоянными коэффициентами
dnx dn~xx . dn~2x . .

п т

-dF
=

a*4FrT+an-1~dF:? + --- + aiX- (l)

Заметим, что из дальнейшего изложения будет следовать, что

такая нумерация коэффициентов удобна. Обозначим х = х\ и,

далее,

**1 - то ^1-го dXn~l
-

г-х2, dt -хз, ...

, dt
-хп,

dxn

dt

-^ = а\Х\ + о2х2 + ... + апхп
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Напишем матрицу коэффициентов этой системы

О 1 0 0 ... О

О 0 1 0 ... О

А =

"

1

ап

(3)
0 0 0 0

I Q>1 Q>2 G3 ^4

Тогда систему (2), аналогично формуле (5) §17, можно записать

так:
ах\

dt

dx2

чг

dxn-i
dt

dxn
dt

0

0

0

d

1

0

0

Я2

0 0

1 0

0 0

Оз U4

—
— AX

dt
~АЛ

Xi

X2

Xn-1

xn

(4)

или коротко

(5)

Дальнейшее решение проводится так же, как это было в §17, так

как матричное уравнение (5) является частным случаем

уравнения (6) §17.
Пример. Записать в матричной форме уравнение

d2x
dt2

Решение. Обозначим ж = :Е1.Далее
dx\
-Ж

= Х2>

В матричной форме система уравнений запишется так:

dx\

dx i

p-fi+qx.

dx2 .

dx2
ЧГ

0 1

q p x2

§ 19. Решение систем дифференциальных уравнений
с переменными коэффициентами методом

последовательных приближений с использованием

матричной записи

Пусть требуется найти решение системы линейных

дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами

-ТГ
= Gil (0 %1 + Gi2 (0 Х2 + • • • + flln (0 Xn,

dt

dx2
-"jjT = a21 (0 X\ + 022 (t) X2 + • • • + a2n (t) Xn,

-^jf = ani (t) xi + on2 (t) x2 + ... + ann (t) xn,

(1)
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удовлетворяющие начальным условиям

#1 = #10> #2 =#20, •••> #п = #п0 При t = to. (2)

Если ввести в рассмотрение, наряду с матрицей коэффициентов
системы и матрицей решений, матрицу начальных значений

Х0 =

#10

#20

#п0

(з)

то систему уравнений (1) с начальными условиями (2) запишем

так:

d-£ = A{t)X

при начальных условиях

X = Хо при t = t0.

(4)

(5)

Здесь A(t) — снова матрица коэффициентов системы.

Будем решать задачу методом последовательных приближений.

Для лучшего понимания дальнейшего материала применим

метод последовательных приближений сначала для одного линейного

уравнения первого порядка (см. гл. XVI, §26).

Требуется найти решение одного уравнения

f = «<*)*

при начальном условии

х = Хо при t = to.

(в)

(7)

Будем предполагать, что a(t) — непрерывная функция.
Как указывалось в §26 гл. XVI, решение дифференциального

уравнения (6) при начальном условии (7) сводится к решению

интегрального уравнения

х = хо +
■ / a{z)x{z)dz.
to

(8)
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Будем решать это уравнение методом последовательных

приближений:
t

х\
=

х0 + / a(z)xodz,
to

t

Х2 = Хо + a (z) x\ (z) dz,
/о (9)

t

хт= xq+ a (z) xm-i (z) dz,
to

Вводят для сокращения письма оператор S—оператор

интегрирования
t

to

Используя оператор 5, равенства (9) записывают так:

'( ) = /( )dz. (10)

х\ = хо + 5(охо),
Х2 = хо + S(axi) =х0 + 5(о(х0 + S(ax0))),
хз = х0 + S (о (х0 + S (а (х0 + S (ax0))))),

хт = х0 + S (о (х0 + S (а (х0 + S (о (х0 + S (о...))))))),

Раскрывая скобки, получаем:

хт = хо + Saxo + Sa Saxo + Sa Sa Saxo + ... + SaSaSa ... Sa xo-

7праз

Вынося хо за скобки (хо — постоянное), получаем

хт = [l + Sa + SaSa + ... + SaSaSa ... Sa]x0. (11)
(

7П раз

Выше (в §26 гл. XVI) было доказано, что если a(t) —

непрерывная функция, то последовательность {хт } сходится. Предел
этой последовательности есть сходящийся ряд:

х = [l + Sa + SaSa+...]x0. (12)
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Замечание. Если a(t) = const, то формула (12) принимает

простой вид. Действительно, на основании (10) можем написать

Sa = aSl = a(t — £о)>

SaSa = a2S(t - t0) = a2^=^,

aSa ...

7праз

Sa = am (±-t0)m
m! '

В этом случае (12) принимает вид

х = 1 +a^ + a2(£zJo)i + ... + am(Lyor+.1 2! Z(b

ИЛИ

pa(t-t0)х = хое~у~ ""'. (13)
Рассмотренный метод решения одного уравнения (6) целиком

переносится на решение системы (1) при начальных условиях (2).
В матричной форме система (1) с начальными условиями (2)

запишется так:
dX

dt
= A(t)X (14)

при начальном условии

X = Хо при t = t0. (15)

Используя правило умножения матриц и интегрирования

матриц, решение системы (14) при условии (15) сводится к решению

матричного интегрального уравнения

t

X(t) = X0+ IA(z)X(z)dz.
to

Находим последовательные приближения

Xm(t) = Хо + J A (z) Xm.^z) dz.

to

(16)

(17)

Путем последовательной подстановки последовательных
приближений под интеграл решение системы в матричной форме выразится
так:

X (t) = Х0+
t 21 22

+ Г A (zx) (Хо + J A (z2) [Xo + Ja (z3) (...)■•■ «fas) <Ь*) <**ь
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или

t t z\

X(t) = X0+ I A{zx)Xodzi + IA{zx) f A(z2)X0dz2dz1+... (18)
to *o to

Используя оператор интегрирования 5, равенства (18) можно

написать так:

X(t) = [E + SA + SASA + ...] Xo. (19)

Оператор, стоящий в квадратных скобках, обозначают одной
буквой. Обозначим его через £д\ Равенство (19) коротко
записывают так:

X(t) = £^X0. (20)

Интересно отметить следующее обстоятельство. Если

коэффициенты системы (1) постоянные, то, пользуясь правилом вынесения

за знак матрицы общего множителя всех членов матрицы*) ,можем
написать

SA = ^=рМ,

SASA=^^A\
SASASA={^=^A3 и т.д.

Формула (19) в случае постоянных коэффициентов примет вид

X(t) =
1 1■l m!

Последнее равенство символически записывают так:

Х(1) = е^-^АХ0.

Х0. (21)

(22)

Упражнения к главе XXI

>еобразования у\

матрицу обратного преобразования. Отв.

Отв.

1. Для линейного преобразования у\ = 3a;i + 2ж2, У2 — 7a;i + Ьх2 найти

5 -2|
-7 з|

2. Найти матрицу обратного преобразования у\ = х\
—

Ж2, У2 = #1-

0 1|
-1 1

3. Найти произведение матриц I1 2

3 4

2 0

|з -i|
. Отв.

1 8 —2 1

| 18 -4 |

*) Мы оставляем без обсуждения вопрос о предельном переходе для операций
над матрицами.
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4. Даны матрицы А . Найти матрицы АВ и

ВА. Отв.

4 4 19

9 0 16

13 -2 20

1 2 3

5. Даны: А ■ 5 7 10

4 3 1

12 3 507

2 О 1 II и В = 12 3

3-1 1 II 11-Ю2
26 3 22

14 -1 8

5 -4 -1

Е—единичная матрица 3-го порядка. Определить

матрицу А + 2Е. Отв.

6. Дана матрица А =

7. Пусть А
1 2

34

3 2 3

5 9 10

4 3 3

1 9 II
. Найти матрицу А2. Отв.

Найти А2 + ЪА. Отв.

7 10

15 22

12 20

30 42

8. Для матрицы А =

1 1 1

54 3

| 10 5 1

9. Решения системы уравнений

Найти обратную. Отв.

11

-25

15

-4

9

-5

1

-2

1

х\ + 2x2+хз = Ю»
2xi + Х2+хз = 20,
х\+ 3x2+ хз — 30

записать в матричной форме и найти х\, Х2, х$.

Отв.

2 1 1

1 0 1

5 -1 -3

1 10 |
20

30 |
х\ = 30, Х2 = 20, хг -60.

10. Решение системы уравнений

#1+ Х2+ хз = 3,
5ж1 + 4а;2+3а;з = 11,

10x1+5x2+ хз = 11,5

записать в матричной форме и найти xi, Х2, хз-

Отв.

11-4 1

-25 9-2

15-5 1

3 1

11

11,5 |
xi = 0,5, Х2 = 1, хз = 1,5.

11. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы

2 -4

-2 -2

-2 1

1

Отв. к\ — б, &2 = кз — —6, Т\ = mi + -mj — mk, T2—любой вектор,

удовлетворяющий условию (Т1Т2) = 0, тп—произвольное число.
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12. Найти собственные векторы матрицы
cos a sin а

sin а cos а
Отв. Не существу-

13. Найти собственные векторы матрицы

400

040

004

Отв. Все векторы

собственные.

14. Решить матричным способом систему линейных дифференциальных
уравнений

dx\ dxo
— + х2 = 0, —- + 4xi = 0.
at at

Отв. xi = de2t + С2е"2*, х2 = -2(Cie2< - С2е"2<).
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Амплитуда колебаний 92

— комплексная 93, 334, 340

Анализ гармонический 331

Вектор линейного преобразования
собственный 510

—

матрицы собственный 510
—

пространства Ф 346

Векторы базисные 506
—

ортогональные 344

Величина случайная двумерная 469

дискретная 432

непрерывная 447

равномерно распределенная

451

центрированная 442

Вероятность 419, 420

—

геометрическая 424

— относительной частоты при

повторных испытаниях 434

— попадания двумерной случайной
величины в эллипс рассеивания

475

случайной величины в

заданный интервал 448, 461
—

условная 427

Вихрь 220

Вронскиан 65

Вычисление двойного интеграла 146

— значений sin x приближенное 270
—

интеграла Пуассона 164

— коэффициентов
тригонометрического ряда 306, 308

— криволинейного интеграла 202
— логарифмов приближенное 276

Вычисление массы фигуры 180
— объема тела 153, 157, 185
— объемов 157
—

определенных интегралов с

помощью рядов 277-279
—

площади плоской области 158

поверхности 172

—

поверхностного интеграла 216
— работы 206
— тройного интеграла 184
— числа 7г 275

Вычитание сходящихся рядов

почленное 237

Гармоника 334
Гипотезы 429

Гистограмма 479

Градиент скалярной функции 225

Группа событий полная 420

Группировка 478

Движение стационарное 49
—

установившееся 49

Дельта-функция 413

Диаметр области 181
—

площадки 145

Дивергенция вектора 225

Дисперсия 443
— непрерывной случайной величины

455

— случайной величины нормально

распределенной 458
— статистическая 481

Дифференцирование изображения
393

— степенного ряда 267



536 ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Дифференцирование
функциональных рядов почленное 261

Длина вектора 344

Дополнение алгебраическое 492
Жесткость рессоры 90

Задача вторая краевая 370
— Дирихле 370, 373
— Дирихле— Неймана 373
—

для уравнения Лапласа краевая

370

теплопроводности первая

краевая 359

— Неймана 370, 373
— о второй космической скорости 60

математическом маятнике 58

—

распаде радия 23

стрельбе до первого попадания

433

— об электрических колебаниях в

проводах 353
—

первая краевая 359, 370

Закон больших чисел 485
— Гаусса 456
— Кулона 217
— равномерной плотности 452

—

распределения 448

вероятностей биномиальный

436

дискретной случайной

величины 432

интегральный 450

нормальный 456

равномерно распределенной

случайной величины 451

центрированной случайной

величины 442

Замена переменных в двойном

интеграле 166-170

тройном интеграле 188, 189

Значение величины среднее

арифметическое 439

— измеряемой величины

подходящее 480

—

интеграла главное 339
— собственное 356, 510

Значения наблюденные 477

Значения функции / (х) 533, 534
— функции Ф(х) 532, 533

Ф(ж)534

Ф(х) 532, 533

Изображение 387
— дельта-функции 414
— лапласово 387

— производной 395
— функции с измененным

масштабом независимого переменного

389, 390

L-изображение 387
— Хевисайда 388
— cos t 390

— ch at 392
— e~at 391
— sin t 390
— sh at 392
— tn 394

Изоклина 20

Интеграл вероятностей 460
— двойной 145

в полярных координатах 162

— двукратный 147
— Дирихле 327
— дифференциального уравнения 16

71-го порядка общий 52

общий 18

особый 44

частный 18

—, зависящий от параметра 191

Интеграл криволинейный 199, 201
от полного дифференциала 212
по замкнутому контуру 200

— несобственный кратный 164
— от матрицы 520

— поверхностный 214
— Пуассона 164, 369, 379
— трехкратный 182
— тройной 181

в сферических координатах
187

цилиндрических
координатах 186

— Фурье 336
в комплексной форме 340
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Интегрирование дифференциальных

уравнений с помощью рядов 279-

282 „

—

степенного ряда почленное 266

— уравнений в полных

дифференциалах 33

— функционального ряда почленное

260

Интервал сходимости степенного

ряда 264

Исследование свободных колебаний

408, 409

Колебание вынужденное 91
—

гармоническое 92, 409
—

затухающее 94, 408
— свободное 91, 408

Координаты криволинейные 167

в пространстве 188

— сферические 187
—

центра тяжести линии 213

тела 190

—

цилиндрические 186

Корень функции Бесселя 343
—

характеристического уравнения

103

Косинус гиперболический

комплексного аргумента 289
— комплексного переменного 289

Косинус-преобразование Фурье 337

Косинусы направляющие нормали

218

Коэффициенты биномиальные 274
—

ряда 268
— степенного ряда 263, 267
—

тригонометрического ряда 305
— Фурье 306, 308

комплексные 334

по ортогональной системе

функций 342

Кривая гладкая 62
—

интегральная 18, 52, 111

—

нормального распределения 456
—

распределения 448

вероятностей 448

интегральная 451
—

резонанса 96

Круг сходимости 288

Линейность изображения 390

Линия равного потенциала 49
— силовая 50

— тока 49

— цепная 15

— эквипотенциальная 49

Лист Декарта 229
Ломаная Эйлера 122

Луч 159

Мажорируемость степенного ряда

266

Масса тела 180

Материал статистический 477

Матрица 492
—

диагональная 493

—

единичная 493

— квадратичной формы 516
—

квадратная 492

— неособая 518
— обратная 500, 501
—

ортогональная 508

— особая 518
— отображения 490
—

присоединенная 502
—

расширенная 518
—

симметричная 493
— столбцевая 493
—

строчная 493

—

транспонированная 492

Матрицы равные 493

Медиана 457

Мера точности 468

Метод Адамеа 123
—

вариации произвольных

постоянных 78
—

интегрирования

дифференциальных уравнений графический 62

систем дифференциальных

уравнений первого порядка

приближенный 129

—

неопределенных коэффициентов

281
— приближенного решения

дифференциальных уравнений

разностный 123

—

разделения переменных 354
— Фурье решения задач

математической физики 354
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Метод Эйлера численного решения

дифференциальных уравнений

первого порядка 121

Метрика пространства Ф 346

Минор 517

Многоугольник распределения

вероятностей 432

Множитель интегрирующий 36

Мода 432, 455, 457

Модуль вектора 344

Момент балки изгибающий 54
—

инерции системы точек 175

тела 189

точки 175

фигуры осевой 176

относительно точки 175
— статический 180
— центральный второго порядка 445

первого порядка 445

третьего порядка 445

Набла-оператор 226

Направление интегрирования 199

Направления квадратичной формы
главные 517

Нахождение радиуса сходимости

ряда 265

Независимость криволинейного

интеграла от пути интегрирования в

пространстве 221

на плоскости 212

Непрерывность суммы ряда 258

степенного ряда 266

Неравенство Бесселя 323
— Буняковского 178
— Шварца 178

Норма элемента 346

Область замкнутая 144
—

интегрирования 145
—

правильная 147, 159

в направлении оси Ох 146

Оу 146

трехмерная 181

—

сходимости ряда 254

степенного ряда с

комплексными членами 288

Объем 157

— тела 153, 158, 185

Обьем эллипсоида 185

Огибающая семейства кривых 38

Ожидание математическое

дискретной случайной величины 438

непрерывной случайной
величины 453

нормально распределенной
случайной величины 457

Оператор Гамильтона 226
— Лапласа 228, 362, 370

V-оператор 226

Определитель Вронского 65
—

матрицы 490, 492

— функциональный 168

Оригинал 387

Орт 506
Оси рассеивания 473
Остаток ряда 255
Отклонение 442
—

вероятное 463, 464

—

радиальное вероятное 476

—

срединное 463, 464

—

среднее квадратическое 443

непрерывной случайной

величины 455

случайной величины

нормально распределенной 458

Отклонения главные вероятные

473

средние квадратические 472

Отображение аффинное 494

— взаимно однозначное 494

— линейное 489

—

невырожденное 494

— обратное 494
—

однозначное 494

Отражение зеркальное от оси 491

Оценка двукратного интеграла 150
—

погрешности приближенного

решения 295

Ошибка изготовления 477

—

измерения 477

—

срединная 463

—

средняя арифметическая 468

Парабола безопасности 41

Период колебаний 92
Плоскость фазовая 111
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Плотность вероятности 448
—

вещества поверхностная 174

средняя поверхностная 174
—

нормального распределения

случайной величины 456
—

распределения вероятностей

случайной величины 448

двумерной случайной
величины 469

нормально
распределенной 472

Плотность спектральная 340

Площадь области 204
— плоской области 158

—

поверхности 171

— эллипса 205

Поворот 490

Подобие 513
Поле векторное безвихревое 227

потенциальное 226

соленоидальное 227

трубчатое 227
— направлений 20

Понижение порядка
дифференциального уравнения 55, 56

Порядок дифференциального
уравнения 16

Последовательность функций
ортогональная на отрезке 346

Потенциал вектора 212
— поля тяготения 222

— скоростей 49
—

стационарного электрического

тока 373

Поток вектора через поверхность
225

—

векторного поля через

поверхность 215

—

вихря через поверхность 221

Правило трех сигм 467

Предел последовательности

комплексных чисел 286

Преобразование ортогональное 507
—

тождественное 499

— Фурье 340

обратное 340

Преобразования координат
линейные 489

Приближение в среднем 320

—

решения второе 291

нулевое 290

первое 291

Признак Даламбера 241, 242

— Коши 245

—

разложимости функции в ряд

Фурье достаточный 309

—

сходимости знакопеременного

ряда достаточный 251

ряда интегральный 246, 247

необходимый 237

Прогрессия геометрическая 235

Продолжение функции нечетное 319

четное 319

Произведение матриц 497
—

скалярное 344

функций 345

Производная матрицы 519

— слева 329

—

справа 329

Пространство Еп 344

—

евклидово п-мерное 344

— линейное функциональное с

квадратичной метрикой 346

— функций Ф 345

Равенство Ляпунова— Парсеваля
323

Радиус сходимости степенного ряда

264

с комплексными

переменными 288

Разложение в ряд Маклорена
arcsinrc 275

— (1+х)т
— cos ж 272

— ch х 272

— ех 272

— 1п(1 + ж)
— sin х 270

— sha:272

Фурье н

273

276

[enej

функции 318
нечетной функции 316

функций 309

четной функции 316
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Разность вторая 123

—

второго порядка 123

—

матриц 496

—

первая 123

—

первого порядка 123

Ранг матрицы 518

Распределение двумерной случайной

величины нормальное 472

Распределение температуры в

однородном теле стационарное 370

Распространение тепла в

неограниченном стержне 365

Рассеивание 477

Расстояние между элементами 346

Растяжение 490

—

вдоль оси 490

Расходимость ряда 234

Резонанс 97, 412

Решение векторное 521

— дифференциального уравнения 16
колебаний 406, 407
комплексное 93

методом операционного

исчисления 397-400

71-го порядка общее 52
частное 52

общее 18

особое 43

частное 18

—

задачи Дирихле для кольца 375

—

круга 376

методом конечных разностей

380-382

о распространении тепла в

неограниченном стержне 369

— линейного дифференциального

уравнения первого порядка 29

неоднородного

дифференциального уравнения второго порядка

общее 76

с постоянными

коэффициентами 80

высшего порядка 86

с постоянными

коэффициентами 87

— линейного однородного

дифференциального уравнения с

постоянными коэффициентами общее 76

Решение однородного

дифференциального уравнения первого

порядка 24
— первой краевой задачи 363, 364

— системы дифференциальных
уравнений общее 104

с постоянными

коэффициентами 522

устойчивое по Ляпунову
109

линейных дифференциальных

уравнений с переменными

коэффициентами 524-529

однородных
дифференциальных уравнений с постоянными

коэффициентами 104

уравнений 504
—

уравнения колебания в случае

резонанса 411

струны 354-357

Решения линейно зависимые 64

независимые 64

Ротор 220
Ряд абсолютно сходящийся 253

с комплексными членами

288
— биномиальный 273
— гармонический 238
— знакопеременный 251
— знакочередующийся 249
— из комплексных чисел 286

— мажорируемый 255
— Маклорена 270
— неабсолютно сходящийся 253
— простой статистический 478
—

равномерно сходящийся 257
— расходящийся 234, 287
— с положительными членами 239
— степенной 263, 267

с комплексными переменными

288
— сходящийся 234, 287
— Тейлора 270
— тригонометрический 305
—

условно сходящийся 253
— функциональный 254
— Фурье 308

в комплексной форме 333

для нечетных функций 316
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Ряд Фурье для нечетных функций
с периодом 2/318

четных функций 316

по ортогональной системе

функций 342
— числовой 234

Свертка функций 405

Свертывание функций 405

Свойства абсолютно сходящегося

ряда 253
— двойного интеграла 145, 146
—

двукратного интеграла 148-151
— криволинейного интеграла 199, 200
—

сходящихся рядов 235— 237

трехкратного интеграла 183,
184

—

условно сходящегося ряда 253

Свойство линейности изображения

390

Сдвиг вдоль оси 491

Седло 113

—

вырожденное 119

Семейство кривых однопараметриче-

ское 37

—

ортогональных траекторий 48

Сетка 380

Синус гиперболический

комплексного аргумента 289
— комплексного аргумента 289

Синус-преобразование Фурье 338
Система дифференциальных

уравнений автономная ПО

нормальная 98

первого порядка 98

— линейных дифференциальных

уравнений 520

однородных

дифференциальных уравнений с постоянными

коэффициентами 104
—

ортогональных многочленов Ле-

жандра 343

функций полная 347
— функций Бесселя 347

ортогональная на отрезке 341

полная 342, 347

Скорость вращения вектора угловая
93

—

распада радия 23

Скорость распространения тепла 358

Сложение вероятностей

несовместимых событий 422

совместимых событий 424, 426
—

сходящихся рядов почленное 237

Случай 420

—, благоприятствующий событию
420

Событие достоверное 420
— невозможное 420

— случайное 418
События зависимые 427

— независимые 425
— несовместимые 420

—

противоположные 423
—

равновозможные 420
— совместные 424

Спектр 334
— дискретный 334
— непрерывный 340

Спираль логарифмическая 51

Сравнение рядов 239— 241

Среднее взвешенное 481
— статистическое 480

Сумма геометрической прогрессии
235

—

интегральная 144

—

матриц 495
—

ряда 234

комплексных чисел 287

частичная 234

— событий 422

Схема урн 422

Сходимость знакочередующегося

ряда 249
—

ряда 234

абсолютная 253

равномерная 257

условная 253

Фурье в среднем 342, 347

Таблица изображений 396

Теорема Абеля 263

— Бернулли 419
— гипотез 430

—

единственности изображения 388

решения дифференциального
уравнения 296
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Теорема живых сил 222
—

запаздывания 412

— Лапласа 484
— Лейбница 249
— Ляпунова 482
— о вычислении тройного интеграла

184
сложении вероятностей 422

сравнения рядов 239, 241

среднем для двукратного

интеграла 151

трехкратного интеграла

184

— об оценке трехкратного интеграла

183
— Пеано 295
—

разложения 401
—

свертывания 404
—

смещения 391

—

существования двойного

интеграла 145

и единственности решения

дифференциального уравнения 17, 291

71-го порядка 51

интеграла по поверхности 2Д4

криволинейного интеграла 201

тройного интеграла 181
—

центральная предельная 482

— Чебышева 483

Теория вероятностей 419

Течение жидкости или газа

потенциальное 371

Точка n-мерного евклидова

пространства 344
— области внутренняя 146
— обыкновенная 44
— особая 44

для дифференциального

уравнения 111
—

пространства Ф 345

Траектория дифференциального
уравнения 111

— изогональная 48, 50
—

ортогональная 48

Угол между двумя векторами 345

Узел неустойчивый 113

— устойчивый 112
Узлы сетки 380

Уклонение наибольшее 320
—

среднее квадратическое 320

Умножение вероятностей зависимых

событий 427

независимых событий 425

—

матрицы на число 496

— на единичную матрицу 498

—

сходящегося ряда на постоянный

множитель 236

Уравнение Бёрнулли 31
— Бесселя 282

— в конечных разностях 380

полных дифференциалах 33
—

вида уп = / (х) 53
— волновое 350, 352
— вспомогательное 398

—

вынужденных колебаний 91

—

геометрического места особых

точек 39

— гиперболического типа 350

— дифференциальное 13, 16
в частных производных 16

второго порядка линейное

неоднородное 76

с постоянными

коэффициентами 80

однородное с

постоянными коэффициентами 70
высшего порядка неоднородное

линейное 86

изогональных траекторий 48

линейное без правой части 64

неоднородное 64

71-го порядка 64

однородное 64

первого порядка 29

с правой частью 64

механических колебаний 90

тг-го порядка 51

линейное однородное с

постоянными коэффициентами 74
обыкновенное 16

ортогональных траекторий 48

первого порядка 17

однородное 24

, приводящееся к

однородному 26
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Уравнение дифференциальное с

разделенными переменными 22

разделяющимися

переменными 22

цепной линии 55

— изображающее 398
—

интегральное 290, 337

— Клеро 44
— колебания струны 352
—

крутильных колебаний стержня

382
— Лагранжа 46
— Лапласа 228, 350, 370

в полярных координатах 375

цилиндрических
координатах 375

—

неразрывности течения

сжимаемой жидкости 372
— огибающей 38
— параболического типа 350

—

продольных колебаний стержня

382, 383
—

распространения тепла 359

в стержне 363

на плоскости 362
— свободных колебаний 91
— телеграфное 354
—

теплопроводности 350, 359

в пространстве 362
— Фурье 350
—

характеристическое 70, 511

для системы

дифференциальных уравнений 103
— эллиптического типа 350

Уравнения динамики материальной
точки основные 221

Условие граничное 352, 353, 359, 362
— линейной независимости решений

линейного дифференциального

уравнения 66
— Липшица 292
— начальное 17, 352, 353, 359, 362
— независимости криволинейного

интеграла от пути

интегрирования 210

— полного дифференциала функции
трех переменных 221

Условие сходимости ряда с

комплексными членами 287

Условия граничные 353, 362

—

краевые 353

— начальные 52, 352
— независимости криволинейного

интеграла от пути

интегрирования в пространстве 225
—

сходимости ряда Фурье
достаточные 329

Устойчивость решений системы

дифференциальных уравнений 109

Фаза начальная 92

Фокус неустойчивый 115
— устойчивый 114

Форма квадратичная 516

Формула Адамса 126
— Байеса 430
— Грина 208, 231
— Лиувилля 66
— Остроградского 224
— Остроградского - Гаусса 224
— полной вероятности 428

— преобразования координат в

двойном интеграле 169

— Стокса 220
— Тейлора 269
— Эйлера 272, 273

для функций комплексного

аргумента 289

Функции линейно зависимые 75

независимые 75

—

ортогональные с весом р(х) 343

Функция абсолютная интегрируемая

334

— Бесселя второго рода нулевого

порядка 286

71-го порядка 285

первого рода п-го порядка 285

р-го порядка 284
—

гармоническая 228, 370

— Дирака 413
—

единичная импульсная 413

— комплексного переменного

аналитическая 289

—

кусочно монотонная 308

—

кусочно непрерывная 324

— Лапласа 462
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Функция Лапласа приведенная 465
— начальная 387

— нечетная 316

—

нормального закона

распределения интегральная 463
—

однородная п-го измерения 24
— от случайной величины 446

— показательная комплексного

переменного 289

—

распределения вероятностей 450

двумерной случайной

величины интегральная 472
— собственная 356
—

спектральная 340
— Хевисайда единичная 388
— четная 316

—

<т0 (0 388

Центр 117
—

распределения вероятностей

случайной величины 441, 454
—

рассеяния двумерной случайной

величины нормально

распределенной 472

— тяжести 179

плоской фигуры 179, 180

Циркуляция вектора 201

Циссоида 137

Частота 418

Частота колебаний 92

— относительная 418, 434

Числа волновые 334, 340

Член матрицы 492
—

ряда 234

Шанс 420

Шкала рассеивания ошибок 467

Элемент n-мерного евклидова

пространства 351

—

пространства Ф 344

Эллипс инерции 178

—

рассеивания 473

единичный 473

полный 473

Энергия движущейся точки

кинетическая 58

потенциальная 58

Явление резонанса 97

Якобиан 168, 189




